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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird folgendes Aquivalenzproblem untersucht:

Ist es entscheidbar, ob zwei synchrone, deterministische, kontextfreie
Ketten-Code-Bild-Systeme die gleichen Bildsprachen erzeugen?

1. Einleitung

Ketten-Code-Bild-Sprachen sind ein grammatikalischer Ansatz zur Beschreibung von
Bildern (Strichgraphiken). Sie basieren auf der Erzeugung von Wartern tber einem spezi-
ellen Alphabet und der Interpretation dieser Worter als Bilder. Sie konnen als eine formale
Beschreibung der Arbeitsweise gewisser Plotter aufgefasst werden.
Ketten-Code-Bild-Sprachen wurden von HREEMAN eingefuhrt [Fre61]. Bei Ket-
ten-Codes entsteht ein Bild durch eine Folge von Zeichenbewegungen, die durch Symbole
reprasentiert sind. Ein Wort beschreibt ein Bild, das durch Nacheinanderausfihrung der
Zeichenschritte seiner Buchstaben entsteREEMAN benutzt ein achtelementiges Al-
phabet{ 0,...,7}, dessen Elemente entsprechend folgender Skizze interpretiert werden:

NG Das rechte Bild wird beispielsweise durch das
7 0 Wort 7012403437261545046701 beschriebe
5 g N (Zum Nachzeichnen beginne man am Kreis.)

Der Zusammenhang von Wortern und Bildern legt es nahe, Beziehungen zwischen forma-
len Sprachen und Bildsprachen zu suchen. In den 80er Jahren wurden Ketten-Code-Bild-
Sprachen untersucht, bei denen die zugrunde liegenden Wortspracher@uisKy-
Hierarchie gehoren.
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Bei den biologisch motiviertenINDENMAYER-Systemen wird eine Variante der Ket-
ten-Codes verwendet, die auf der Schildkrotengeometrie basiert. Dabei werden nur die
vier Richtungen 0, 2, 4, 6 betrachtet, fiur die — in Anlehnung an Plotter-Befehle — die
Buchstabem, u, [, d (right, up, left, down) geschrieben werden.

Kontextfreie LNDENMAYER-Systeme werden in folgende Klassen eingetétiil
(deterministisches Ersetzen von Buchstabéh) (nichtdeterministisches Ersetzen von
Buchstaben)DTOL (nichtdeterministisches Auswahlen einer Ersetzungstabelle, nach der
deterministisch ersetzt wird) un@lOL (nichtdeterministisches Auswéhlen einer Erset-
zungstabelle, nach der nichtdeterministisch ersetzt wird).

Erste Ergebnisse zu synchron®0lL-Systemen, deRTOL-Systemen wurden in der
Arbeit [DHr92] von J. assowund J. HRoMKoVIC prasentiert. Darauf aufbauend ent-
stand die Dissertation [T05], in der nachgewiesen wurde, dass und wie sich entscheiden
laRt, ob einsTOL-System eine endliche Bildsprache erzeugt oder nicht.

In der vorliegenden Arbeit wird das Aquivalenzproblem §@0L-Systemen hinsicht-
lich der erzeugten Bildsprachen untersucht.

2. Grundlagen

In diesem Abschnitt werden die benétigten Begriffe zusammengestellt. Fir eine detail-
liertere Einflhrung sei auf [TO5] verwiesen.

Die Buchstaben, «, { und 4 werden im Folgenden in dieser anderen Schriftart dar-
gestellt, um Verwechslungen mit Variablen zu vermeiden. Die Menge dieser Buchstaben
(das Alphabet) wird mitd bezeichnet:

A={rul,d}.

Die Wérter iber diesem Alphabet lassen sich als Abbildungen auffeansehen. Dabei
ordnet jede der vier Richtungen einem Pugkt Z? seinen entsprechenden Nachbarn
z(q) = q+ vy zu, wobei

b, =(L0), bv,=—(L0), b,=(0,1), bv,=—(01)

gilt. Dem Leerwort) entspricht die identische Abbildung. Ein zusammengesetztes Wort
vw € A* symbolisiert die verkettete Abbildung w:

vow:Z? —Z? mitq— w(v(q)).
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Eine Abbildung, die zusammen mit einer Ab-
bildung z einen Diagonalnachbarn liefert, wird
durch - gekennzeichnet. Die Inversen zweier
Abbildungenz undz+ werden durch: bzw. 2+
symbolisiert. Die nebenstehende Tabelle zeigt
die entsprechenden Funktionen.

e T3 R
SIS Y
™ e s
S TR s




Wennw = w1 - --w,, €in aus Buchstabem,, ..., w, zusammengesetztes Wort ist, so be-
zeichnew; das Teilwort bis zumi-ten Buchstabenn; = ws - - -w;. Werden die Buchsta-
ben als Zeichenbefehle aufgefasst, so sind Woérter Befehlsfolgen. Durch Abarbeiten sol-
cher Befehlsfolgen entstehen Bilder. Diese Bilder sind Polygonziige, bei denen die Ecken
Punkte de<Z? sind und die Kanten achsenparallel verlaufen. Die Polygonziige werden
durch Gittergraphen beschrieben. Ein Gittergraph ist ein Graph, bei dem die Knotenmen-
ge eine Teilmenge voA? ist und jede Kante zwei benachbarte Knogem(q) mit q € Z2
undx € A verbindet. Er enthalt auRerdem zwei ausgezeichnete Punkte, und zwar einen
Anfangs- und einen Endknoten.

Es seierm € Z? ein Punkt (Anfangspunkt) ung = wy - - - w, ein Wort tiber dem Al-
phabet4. Die Knotenmenge®(w) zuw bezilglicha sei die Menge aller ,angelaufenen*
Punkte:

o%(w) = {w(a)]|i=0,..n}.

Der gerichtete Gittergrapff'(w) beschreibt den ,Zeichenablauf* (Kanten, die mehrfach
gezeichnet werden, treten auch mehrfach in der Kantenfolge auf):

g°(w) = (©°(w);a,w(a): { (@ 3(a). WH(@)) b0 ) -

Abstrahiert man von den Mehrfachkanten, so erhalt man den schlichten, gerichteten Git-
tergraphers®(w)

s*(w) = (©%(w);a,w(a);{ (wi—1(a),wi(a)) [i=1,....n}).

Jede Kante vor®(w) hat die Form(w;_1(a),w;(a)). Daw;(a) = w;(w;_1(a)) gilt und

die Abbildungenr, «, £, 4 bijektiv sind, ist die Kantgw;_1(a),w;(a)) eindeutig durch
(w;—1(a),w;) beschrieben. Es treten keine isolierten Knoten auf; der Graph ist zusam-
menhangend. Somit entspricht dem schlichten, gerichteten Gittergraphlenumkehr-

bar eindeutig die Kantenmenge

1°w = { (w;_1(a),w;) |i=1,...,n}.
Abstrahiert man schlief3lich von den Kantenrichtungen, entsteht das Bild
p*(w) = (%(w); a,w(a); { (w;—1(a), wi(a)), (wi(a),wi—i(a)) |1 =0,...,n}).

Wenn eine Folge von Zeichenbefehlen abgearbeitet ist, interessiert nur noch das entstan-
dene Bild, aber nicht, wie es entstanden ist. In dem Bild zu einem Warist p*(°)(v)
ein Teilbild (auch Unterbild genannt).

Da jedes Wort eine endliche Lange hat, liegt das entsprechende Bild in einem be-
schrankten Rechteck, der Bildflache

[%(w) = { (z,y)




wobeiz®(w), y*(w), 7%(w) und7®(w) die Randkoordinaten der Knoten aw$(w) dar-
stellen:

zf(w)=min{z|(z,y) € ©*(w)},  y*(w)=min{y|(z,y) € ©%(w)},

i (w) =max{z | (z,y) €O%w)},  F(w)=max{y|(z,y) € O%(w)}.
Wenn nichts anderes angegeben wird, liegt der Anfangspunkt im Nullpaak. Der
obere Index an den Funktionsnamen wird dann weggelassen.

Wenn3 undR Rechtecke sind, dann sei die erweiterte Vereinigingi das klein-
ste Rechteck, das die VereinigufigJ R enthalt.

Mit A sei die Menge aller endlichen und nichtleeren Teilmengen von Wortern tber
dem Alphabet4 bezeichnet. Das Mengensystémbildet mit den Operationen Vereini-
gunguU und Konkatenation einen Halbring(A,U, ), da(A,U) und (A,-) Halbgruppen
sind und die bekannten Distributivgesetze gelten.

Es seienx, 1 zwei natrliche Zahleng, u € No. Ein Endomorphismug auf dem
Halbring (A, U, -) heil3t(x, 1)-Endomorphismus, falls fir alle € A folgendes erfullt ist:
Wennza' € h({z }) ist, so gilt

1. 2/(0) = kb, und

2. B(2") € klo, 0] Uplo,L, 000 ].
Das Anwenden von auf eine Wortmeng®&/” wird Ableiten genannt. Die erste Synchro-
nisationsbedingung gibt an, wo die Bild-Endpunkte der ersten Ableitungen des Alphabets
liegen; die zweite Bedingung bewirkt, dass das Bild zu jeder AbleitungavenA in
einem gewissen Rechteck liegt. Der Parametgibt eine LAngenanderung beim Ablei-
ten an; im Fallex = 0 heil3t der Endomorphismus langenkontrahierend, im Fka#el
langenkonstant und im Falle > 1 langenexpandierend. Der Parametast eine obere
Schranke fur die Breitenédnderung beim Ableiten.

Ein synchrones, deterministisches, kontextfreies Ketten-Code-Bild-System (genannt
sDOL-System) ist ein Tripel

G= (A h,w)

mit dem Alphabetd = {r,[, 4,4}, einem nichtleeren Startwort (Axiom) € A" und
einem(k, u)-Endomorphismug, der jede einelementige Menge auf eine einelementige
Menge abbildet({ = }) = { 2/ }). Die Mengenzeichen werden dann weggelassen.

Mit A" sei dien-stellige Verknupfung vor bezeichnet:

h"(w) =h(...h(w)...).
Das Worth™(w) heil3tn-te Ableitung vonw. Die jeweils erste Ableitung eines Buchsta-
bens heil3t atomare Ableitung.

Die von einemsDOL-SystemG erzeugte Bildsprach8 ist die Menge aller Bilder
von Ableitungen des Axioms:

Be ={pw)|w=h"(w),neNp}.

Ein sDOL-System heil3t langenkontrahierend, langenkonstant oder langenexpandierend,
wenn sein Endomorphismus diese Eigenschatft hat.
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3. Agquivalenz vonsDOL-Systemen

Es seienGy = (A, h1,w1) und G2 = (A, ho,wp) zwei sDOL-Systeme. Dabei seiely
und hy ein (k1, u1)- bzw. ein(k2, u2)-Endomorphismus; die erzeugten Bildsprachen sei-
en By bzw. Bs.

Es sei(G; ein langenkontrahierende®0L-System. In [TO5] wurde gezeigt, dasg
hochstens vier Elemente enthalt und es entscheidbar isB,odndlich ist oder nicht.
Wenn die Bildsprach&, endlich ist, so enthalt sie hochstens vier Bilder und es kann ent-
schieden werden, aB; und B> Ubereinstimmen oder nicht. I18% unendlich, so stimmen
die BildspracherB; und B nicht Gberein.

3.1. Satz:Es ist entscheidbar, ob die von einem langenkontrahierenden und einem belie-
bigensDOL-System erzeugten Bildsprachen tUbereinstimmen oder nicht.

Es sei nun das Syste@y langenkonstant oder -expandiererd £ 1) undG, langenex-
pandierendf, > 1).

Aufgrund der ersten Synchronisationsbedingung liegt zu jedem Bild-Ruekies
Wortesw dask-fache vorp in der Knotenmenge der Ableitung ven

pEO(w) = rp € oW).

Folglich gilt
@(W) O] (W/)7

wobei %M € R? die Menge aller Punktép mit p € M ist. Fur die Systemé&’; und G2
gelten daher die folgenden Ungleichungen:

Ow) € =0W)ESoW)<c - c=ow)c (1)
1 1 1 i

O(wz) € —@(w’z)Q—ZQ(wg)Q---Q—Z.Q(wg))g--- 2)
K2 K5 KY

Die Inklusionen sind jewelils echt, falls das betreffende System langenexpandierend ist.
Des Weiteren geltd3; = B,. Insbesondere ist damit aupli) € Bp. Dann gibt es
eine Ableitungsstufe, so dass die Bilder zw, und deri-ten Ableitung vonu, tberein-

stimmen:p(w1) = p(wéi)). Wegen (1) und (2) gilt fiy € Ng

1 i
Ow2) €+ € =0 W)

)
1
= — O (w1)
)
1 1 ;
€ — 0w € —— o)



Wennk, > 1 gilt, dann sind die ersten Inklusionen echt; bet> 1 die letzten. Da min-
destens einer der beideAWerte grél3er als Eins ist, gilt

1 .
O(w2) C P i@(wiﬂ))
k1Ko

fur j € N. Aus der Gleichheit

1

J i
k1Ko

@(wi”)‘ = |0

folgt, dass die Knotenmenge(w;) zuw, kleiner als die Knotenmenge(ng)) zu einer
j-ten Ableitung vonwy ist, also| ® (w2)| < |® (ng))| far 7 > 0O gilt. Damit stimmen auch
die entsprechenden Bilder nicht tUbereifuz) ;Ap(ng)) far j > 0. Da die Bildsprachen
aber Ubereinstimmen, gil{w») = p(w1).

Es seien

F1 = (p10.p11:- - - P1n,---) Und
FZ - (pZOaPZL < P2ny - )

die von densDOL-Systemertz1 bzw. Go erzeugten Bildfolgen ohne Wiederholungen. Fir
i€{1,2}und;j € N gilt dabei zum einep;o = p(w;) und zum anderep;; = p(w(k)) mit

der kleinsten Zahk, die die GIeichungo(wZ(k)) # py fur 1 =0,...,7 — 1 erfillt. Falls
r; > 1 ist, enthalt die Folgé’; alle erzeugten Bilderp(; = p(ng)), da jedes Bild mehr
Punkte enthalt als sein Vorganger und daher alle Bilder voneinander verschieden sind.
Den obigen Uberlegungen zufolge stimmt das Bilg mit dem Bildpog tiberein aber
nicht das Bildp;1. Analog zu oben erhélt man, dass das Bild auch mit keinem Bild
p2; flr j > 1 Gbereinstimmt. Folglich gilb11 = p21. Durch analoges Weiterflihren gelangt
man schlieRlich zu dem Ergebnis, dass die Bilder wie folgt Gbereinstimmen: py;
undpy; # pj flr allei € No undj € No, j # i. Wenn die Bildsprachen tbereinstimmen,
dann stimmen also auch die Bildfolgéf und F» Uberein. Wenn die Bildfolgen Uber-
einstimmen, dann natirlich auch die Bildsprachen. Insgesamt ergibt sich damit folgendes
Ergebnis.

3.2. Lemma: Die Bildsprachen eines langenkonstanten oder -expandierenden und eines
langenexpandierendeyDOL-Systems stimmen genau dann Uberein, wenn die wiederho-
lungsfreien Bildfolgen tbereinstimmen.

Wennz(? die kleinstex-Koordinate ist, die bei den Punkten der Bildflache zten Ab-
leitung eines Wortew auftritt, dann gilt mit den Parameterrund . wegen der Synchro-
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nisationsbedingungen

Analog gilt fur die gro3ten-Koordinaten sowie die kleinsten und groRieKoordinaten

T < KT+ p ZO/@],

Es seiens1 und x> verschieden. Angenommen, die Bildfolgéh und F» stimmen Uber-
ein. Dann gilt insbesondengw1) = p(w2). AuBerdem sey = (¢.,qy) €in vom Null-
punkt verschiedener Punkt des Bildes. Dann @ju € @(h;'.(wj)) fir j = 1,2 und alle
Ableitungsstufen € Np. Damit sind auch folgende Ungleichungen (komponentenweise)
erflllt, wobei sichz, y, 7 undy auf das Startwort; beziehen:

i-1 , , i-1
Rilry) i S KLD) < kg < @7+ S RLD).
=0 =

i—1 .

Im Folgenden wird fU;ullz r7 kurzV; geschrieben. Wen, > k1 gilt, dann gibt es eine
j=0

Ableitungsstufe € N, so dass

ri(z,y) —Vi(L,1) £ rpq oder whq £ ki(T,9)+Vi(1,1) 3)
gilt. Diese Behauptung wird noch préazisiert und anschlie3end bewiesen. &ssek .
1. ¢; > 0 undg, > 0: Dann giltk}q, > i+ V; oderxbqy, > kiy+V; fur eini > 1.
2. gz <0undg, > 0: Dann glltnqu mlx Vi odemzqy > /#y+V fur eini > 1.
3. ¢; <0 undg, <0: Dann giltrbg, < kjz —V; oderxhg, < kiy —V; fir eini > 1.
4. q; > 0 undg, < 0: Dann giltkbg, > k{7 + V; oderrbg, < /@'ig— V; fur eing > 1.
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Es werden die Ungleichungen dureh geteilt. Der Quotlent—; sei mitC; bezeichnet.
k1
Fallsx1 = 1ist, geltenV; = p1e undC; = V. Im Fallex; > 1 gilt

1 k-1 1 1
k] k1—1 k1—-1 K1

Mit ¢ = 2 1 gilt 0 < C; < C fur alle € N. Aulerdem werden die Ungleichungen
K1 —
durchg, bzw. g, geteilt. Mindestens ein Wert von beiden ist verschieden von Null. Setzt

KR ..
man noch)) = —2, so erhalt man

K1

1. QizijCi oder Qi2y+0i,
qx dy

2. Qizg_ci oder QizerCi,
qx dy

3. Qizi_ci oder Qizg_ci,
qx dy

. T ‘ - C;

4. QZZI+CZ oder Qi>Z""
qx dy

Da( > 1ist, wachst)’ in jedem Falle schneller als die rechte Seite der jeweiligen Unglei-
chung. Es gilt also stets eine der Beziehungen aus (3). Somit gibt es eine Ableitungsstufe
i € N, bei der die Knotenmenge(hb(w2)) einen Punkt enthalt, der nicht in der Bildfla-
chel(h(w1)) liegt. Folglich sind die Bildep(h(w1)) undp(hb(w2)) verschieden; also

auch die BildfolgenFy; und F5. Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahrie = F>.

Mit Lemma 3.2 erhalt man, dass bei unterschiedlichdParametern die Bildsprachen
verschieden sind.

3.3. Satz:Zwei langenkonstante oder -expandieres@®L-Systeme mit unterschiedli-
chenk-Parametern erzeugen stets verschiedene Bildsprachen.

Es seien nuid7; und G» zwei langenexpandierend®0L-Systeme mik1 = k2.

Wenn die beiden Bildsprachen unterschiedlich sind, dann sind auch die Bildfolgen
verschieden. Im Folgenden wird nachgewiesen, dass ein Unterschied in diesem Falle spa-
testens beim vierten Ableiten entsteht.

Das folgende Beispiel zeigt zweDOL-Systeme, deren Bildfolgen sich zum ersten
Mal bei den vierten Ableitungen unterscheiden.

3.4. Beispiel:Es seienG'1 = (A, h1,r) und G2 = (A, hy, r) zwei langenexpandierende
sDOL-Systeme mi{2, 1)-Endomorphismen, bzw. hy vermoge

hi(r) = mlr, ha(l) = udllud, h1(u) = wurl, hi(d) = dd,
ho(r) = rrllrr, ho(l) = udll, ho(u) = uurl, ho(d) = dd.
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Die schlichten gerichteten Graphen bis zur vierten Ableitung sind mitels

HOK, HOK,
Y to ot ¢ ft i» ¢ ft ot ft -
und mittelsG»

o o,

tttftftftotfto

Die Bilder (aber nicht die Kantenmengen) bis zur dritten Ableitungsstufe stimmen jeweils
Uberein; zu den vierten Ableitungen sind auch die Bilder verschieden. v

—

Da bis zur zweiten Ableitungsstufe alle Buchstaben vorliegen, die Gberhaupt erzeugt wer-
den ([TO5, Lemma 1.23]), kommen in der dritten Ableitung des Axioms alle Uberhaupt
auftretenden atomaren Ableitungen als Teilworter vor. Stimmen die Bilder der vierten
Ableitungen auch noch tberein, dann sind die neu entstandenen Teilbilder auch Unterbil-
der des jeweils anderen Bildes. Da sie aber bereits als Unterbilder (an anderer Stelle) in
Bildern friherer Ableitungen auftreten und keinen Unterschied hervorgerufen haben, tun
sie es jetzt auch nicht und somit auch spater nicht.

3.5. Lemma: Stimmen die Bildfolgen zweier langenexpandierendL-Systeme mit
gleichemx-Parameter bis zur vierten Ableitungsstufe tberein, so stimmen sie insgesamt
uberein.

Mit Lemma 3.2 ergibt sich folgendes Ergebnis.

3.6. Satz:Die Bildsprachen zweier langenexpandierendPXOL-Systeme mit gleichem
r-Parameter stimmen genau dann uberein, wenn die Bildfolgen bis zur vierten Ablei-
tungsstufe tbereinstimmen. Die Aquivalenz soleP@i-Systeme ist damit entscheidbar.

Nun seien1 und G, zwei langenkonstanteD0L-Systeme.
Das folgende Beispiel zeigt, dass auch bei unterschiedlichen Bildfolgen gleiche Bild-
sprachen vorliegen kénnen.

3.7. Beispiel:Es seieny = (A, hy,r) und G2 = (A, ha, r) zwei langenkonstanteDOL-
Systeme mit

ha(r) = rr, ha(l) = lud, h1(u) = wrdlu, hi(d) = d,
hZ(T) = lLL{T, hZ([) = [7 hz(u) — urd[u7 hZ(l{) — d'



DassDOL-System(1 erzeugt folgende schlichte gerichtete Graphen:

HHLGQEEHEM

Die von G erzeugten schlichten gerichteten Graphen sind:

Hgmbﬁﬁgggm

Es ist zu erkennen, dass beide Bildsprachen aus folgenden Bildern bestehen:

obBBBEE

In [TO5] wurde gezeigt, dass und wie man entscheiden kann, ob ein langenkonstantes
sDOL-System eine endliche Bildsprache erzeugt oder nicht. Wenn die Bildsprache endlich
ist, so enthalt sie hdchstens drei Bilder ([T05]).

Q

3.8. Lemma: Erzeugen zwei langenkonstanf®0L-Systeme jeweils eine endliche Bild-
sprache, so ist die Aquivalenz entscheidbar. Es sind hochstens drei Bilder mit drei anderen
zu vergleichen.

Ist eine Bildsprache endlich, die andere aber nicht, so stimmen sie nicht Gberein.

3.9. Lemma: Erzeugt ein langenkonstanteB0OL-System eine endliche Bildsprache, ein
anderes aber eine unendliche Bildsprache, so sind beide Systeme nicht aquivalent.

Die Frage, ob und, wenn ja, wie man entscheiden kann, ob zwei langenkond@hte
Systeme mit unendlichen Bildsprachen aquivalent sind oder nicht, wird Gegenstand zu-
kiinftiger Untersuchungen sein.

4. Zusammenfassung

Es seieny = (A, h1,w1) und Gz = (A, ho,w2) zwei sDOL-Systeme mit einenk, 11)-
und einem(x2, 12)-Endomorphismug, bzw. hy. AulRerdem gelte; < ko,
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Im vorherigen Abschnitt wurde fiir folgende Falle die Entscheidbarkeit der Aquiva-
lenz nachgewiesen:

e 1 = 0 (mindestens einDOL-System ist langenkontrahierend) — Satz 3.1,
e k1> 1undko > k1 — Satz 3.3,
e k1> 1lundky =k, — Satz 3.6.

Die folgende Tabelle gibt die Nummern der Séatze an, in denen Aussagen Uber die Ent-
scheidbarkeit oder die Aquivalenz selbst getroffen werden.

K2 0 1 >1
K1
0 3.1 3.1 3.1
1 3.1 ? 3.3
>1 3.1 3.3 3.3,3.6

Der Fallky = k2 = 1 wird in zukUnftigen Arbeiten untersucht werden.
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