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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird folgendes Äquivalenzproblem untersucht:

Ist es entscheidbar, ob zwei synchrone, deterministische, kontextfreie
Ketten-Code-Bild-Systeme die gleichen Bildsprachen erzeugen?

1. Einleitung

Ketten-Code-Bild-Sprachen sind ein grammatikalischer Ansatz zur Beschreibung von
Bildern (Strichgraphiken). Sie basieren auf der Erzeugung von Wörtern über einem spezi-
ellen Alphabet und der Interpretation dieser Wörter als Bilder. Sie können als eine formale
Beschreibung der Arbeitsweise gewisser Plotter aufgefasst werden.

Ketten-Code-Bild-Sprachen wurden von H. FREEMAN eingeführt [Fre61]. Bei Ket-
ten-Codes entsteht ein Bild durch eine Folge von Zeichenbewegungen, die durch Symbole
repräsentiert sind. Ein Wort beschreibt ein Bild, das durch Nacheinanderausführung der
Zeichenschritte seiner Buchstaben entsteht. FREEMAN benutzt ein achtelementiges Al-
phabet{0, . . . ,7}, dessen Elemente entsprechend folgender Skizze interpretiert werden:

62

�
�

��1

-0
@

@
@R

7

?
6

�
�

�	
5

�
4

@
@

@I
3 Das rechte Bild wird beispielsweise durch das

Wort 7012403437261545046701 beschrieben:
(Zum Nachzeichnen beginne man am Kreis.) @@ ��

@@
@@@@����

��

@@ ��
c

Der Zusammenhang von Wörtern und Bildern legt es nahe, Beziehungen zwischen forma-
len Sprachen und Bildsprachen zu suchen. In den 80er Jahren wurden Ketten-Code-Bild-
Sprachen untersucht, bei denen die zugrunde liegenden Wortsprachen zur CHOMSKY-
Hierarchie gehören.
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Bei den biologisch motivierten LINDENMAYER-Systemen wird eine Variante der Ket-
ten-Codes verwendet, die auf der Schildkrötengeometrie basiert. Dabei werden nur die
vier Richtungen 0, 2, 4, 6 betrachtet, für die – in Anlehnung an Plotter-Befehle – die
Buchstabenr, u, l, d (right, up, left, down) geschrieben werden.

Kontextfreie LINDENMAYER-Systeme werden in folgende Klassen eingeteilt:D0L
(deterministisches Ersetzen von Buchstaben),0L (nichtdeterministisches Ersetzen von
Buchstaben),DT0L (nichtdeterministisches Auswählen einer Ersetzungstabelle, nach der
deterministisch ersetzt wird) undT0L (nichtdeterministisches Auswählen einer Erset-
zungstabelle, nach der nichtdeterministisch ersetzt wird).

Erste Ergebnisse zu synchronenT0L-Systemen, densT0L-Systemen wurden in der
Arbeit [DHr92] von J. DASSOWund J. HROMKOVIČ präsentiert. Darauf aufbauend ent-
stand die Dissertation [T05], in der nachgewiesen wurde, dass und wie sich entscheiden
läßt, ob einsT0L-System eine endliche Bildsprache erzeugt oder nicht.

In der vorliegenden Arbeit wird das Äquivalenzproblem beisD0L-Systemen hinsicht-
lich der erzeugten Bildsprachen untersucht.

2. Grundlagen

In diesem Abschnitt werden die benötigten Begriffe zusammengestellt. Für eine detail-
liertere Einführung sei auf [T05] verwiesen.

Die Buchstabenr , u , l und d werden im Folgenden in dieser anderen Schriftart dar-
gestellt, um Verwechslungen mit Variablen zu vermeiden. Die Menge dieser Buchstaben
(das Alphabet) wird mitA bezeichnet:

A= { r ,u , l ,d } .

Die Wörter über diesem Alphabet lassen sich als Abbildungen auf demZ2 ansehen. Dabei
ordnet jede der vier Richtungen einem Punktq ∈ Z2 seinen entsprechenden Nachbarn
x(q) = q+vx zu, wobei

vr = (1,0), vl =−(1,0), vu = (0,1), vd =−(0,1)

gilt. Dem Leerwortλ entspricht die identische Abbildung. Ein zusammengesetztes Wort
vw ∈ A∗ symbolisiert die verkettete Abbildungv ◦w:

v ◦w : Z2 −→ Z2 mit q 7→ w(v(q)).

Eine Abbildung, die zusammen mit einer Ab-
bildungx einen Diagonalnachbarn liefert, wird
durch ⊥ gekennzeichnet. Die Inversen zweier
Abbildungenx undx⊥ werden durch ¯x bzw.x̄⊥

symbolisiert. Die nebenstehende Tabelle zeigt
die entsprechenden Funktionen.

x x̄ x⊥ x̄⊥

r l u d
l r d u
u d r l
d u l r

.
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Wennw = w1 · · ·wn ein aus Buchstabenw1, . . . ,wn zusammengesetztes Wort ist, so be-
zeichne−→wi das Teilwort bis zumi-ten Buchstaben:−→wi = w1 · · ·wi. Werden die Buchsta-
ben als Zeichenbefehle aufgefasst, so sind Wörter Befehlsfolgen. Durch Abarbeiten sol-
cher Befehlsfolgen entstehen Bilder. Diese Bilder sind Polygonzüge, bei denen die Ecken
Punkte desZ2 sind und die Kanten achsenparallel verlaufen. Die Polygonzüge werden
durch Gittergraphen beschrieben. Ein Gittergraph ist ein Graph, bei dem die Knotenmen-
ge eine Teilmenge vonZ2 ist und jede Kante zwei benachbarte Knotenq, x(q) mit q ∈ Z2

undx ∈ A verbindet. Er enthält außerdem zwei ausgezeichnete Punkte, und zwar einen
Anfangs- und einen Endknoten.

Es seiena ∈ Z2 ein Punkt (Anfangspunkt) undw = w1 · · ·wn ein Wort über dem Al-
phabetA. Die Knotenmenge�a(w) zuw bezüglicha sei die Menge aller „angelaufenen“
Punkte:

�a(w) = {−→wi(a) | i = 0, . . .n} .

Der gerichtete Gittergraphga(w) beschreibt den „Zeichenablauf“ (Kanten, die mehrfach
gezeichnet werden, treten auch mehrfach in der Kantenfolge auf):

ga(w) =
(
�a(w);a,w(a);{ (−−→wi−1(a),−→wi(a))}i=1,...,n

)
.

Abstrahiert man von den Mehrfachkanten, so erhält man den schlichten, gerichteten Git-
tergraphensa(w)

sa(w) = (�a(w);a,w(a);{ (−−→wi−1(a),−→wi(a)) | i = 1, . . . ,n}) .

Jede Kante vonsa(w) hat die Form(−−→wi−1(a),−→wi(a)). Da−→wi(a) = wi(−−→wi−1(a)) gilt und
die Abbildungenr , u , l , d bijektiv sind, ist die Kante(−−→wi−1(a),−→wi(a)) eindeutig durch
(−−→wi−1(a),wi) beschrieben. Es treten keine isolierten Knoten auf; der Graph ist zusam-
menhängend. Somit entspricht dem schlichten, gerichteten Gittergraphensa(w) umkehr-
bar eindeutig die Kantenmenge

‖aw = { (−−→wi−1(a),wi) | i = 1, . . . ,n} .

Abstrahiert man schließlich von den Kantenrichtungen, entsteht das Bild

pa(w) = (�a(w);a,w(a);{ (−−→wi−1(a),−→wi(a)),(−→wi(a),−−→wi−1(a)) | i = 0, . . . ,n}) .

Wenn eine Folge von Zeichenbefehlen abgearbeitet ist, interessiert nur noch das entstan-
dene Bild, aber nicht, wie es entstanden ist. In dem Bild zu einem Wortuvw ist pu(o)(v)
ein Teilbild (auch Unterbild genannt).

Da jedes Wort eine endliche Länge hat, liegt das entsprechende Bild in einem be-
schränkten Rechteck, der Bildfläche

�a(w) =

{
(x,y)

∣∣∣∣∣ xa(w) <− x <− xa(w) und

ya(w) <− y <− ya(w)

}
,
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wobeixa(w), ya(w), xa(w) undya(w) die Randkoordinaten der Knoten aus�a(w) dar-
stellen:

xa(w) = min{x | (x,y) ∈ �a(w)} , ya(w) = min{y | (x,y) ∈ �a(w)} ,

xa(w) = max{x | (x,y) ∈ �a(w)} , ya(w) = max{y | (x,y) ∈ �a(w)} .

Wenn nichts anderes angegeben wird, liegt der Anfangspunkt im Nullpunkt:a = o. Der
obere Index an den Funktionsnamen wird dann weggelassen.

WennP undR Rechtecke sind, dann sei die erweiterte VereinigungPdR das klein-
ste Rechteck, das die VereinigungP∪R enthält.

Mit A sei die Menge aller endlichen und nichtleeren Teilmengen von Wörtern über
dem AlphabetA bezeichnet. Das MengensystemA bildet mit den Operationen Vereini-
gung∪ und Konkatenation· einen Halbring(A,∪, ·), da(A,∪) und (A, ·) Halbgruppen
sind und die bekannten Distributivgesetze gelten.

Es seienκ,µ zwei natürliche Zahlen,κ,µ ∈ N0. Ein Endomorphismush auf dem
Halbring(A,∪, ·) heißt(κ,µ)-Endomorphismus, falls für allex ∈ A folgendes erfüllt ist:
Wennx′ ∈ h({x}) ist, so gilt

1. x′(o) = κvx und

2. �(x′) ⊂− κ[o,vx]dµ[vx⊥ ,vx̄⊥].

Das Anwenden vonh auf eine WortmengeW wird Ableiten genannt. Die erste Synchro-
nisationsbedingung gibt an, wo die Bild-Endpunkte der ersten Ableitungen des Alphabets
liegen; die zweite Bedingung bewirkt, dass das Bild zu jeder Ableitung vonx ∈ A in
einem gewissen Rechteck liegt. Der Parameterκ gibt eine Längenänderung beim Ablei-
ten an; im Falleκ = 0 heißt der Endomorphismus längenkontrahierend, im Falleκ = 1
längenkonstant und im Falleκ > 1 längenexpandierend. Der Parameterµ ist eine obere
Schranke für die Breitenänderung beim Ableiten.

Ein synchrones, deterministisches, kontextfreies Ketten-Code-Bild-System (genannt
sD0L-System) ist ein Tripel

G = (A,h,ω)

mit dem AlphabetA = { r , l ,u ,d }, einem nichtleeren Startwort (Axiom)ω ∈ A+ und
einem(κ,µ)-Endomorphismush, der jede einelementige Menge auf eine einelementige
Menge abbildet (h({x}) = {x′ }). Die Mengenzeichen werden dann weggelassen.

Mit hn sei dien-stellige Verknüpfung vonh bezeichnet:

hn(w) = h(. . .h(w) . . .).

Das Worthn(w) heißtn-te Ableitung vonw. Die jeweils erste Ableitung eines Buchsta-
bens heißt atomare Ableitung.

Die von einemsD0L-SystemG erzeugte BildspracheBG ist die Menge aller Bilder
von Ableitungen des Axiomsω:

BG = {p(w) | w = hn(ω),n ∈ N0} .

Ein sD0L-System heißt längenkontrahierend, längenkonstant oder längenexpandierend,
wenn sein Endomorphismus diese Eigenschaft hat.
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3. Äquivalenz vonsD0L-Systemen

Es seienG1 = (A,h1,ω1) und G2 = (A,h2,ω2) zwei sD0L-Systeme. Dabei seienh1

undh2 ein (κ1,µ1)- bzw. ein(κ2,µ2)-Endomorphismus; die erzeugten Bildsprachen sei-
enB1 bzw.B2.

Es seiG1 ein längenkontrahierendessD0L-System. In [T05] wurde gezeigt, dassB1

höchstens vier Elemente enthält und es entscheidbar ist, obB2 endlich ist oder nicht.
Wenn die BildspracheB2 endlich ist, so enthält sie höchstens vier Bilder und es kann ent-
schieden werden, obB1 undB2 übereinstimmen oder nicht. IstB2 unendlich, so stimmen
die BildsprachenB1 undB2 nicht überein.

3.1. Satz:Es ist entscheidbar, ob die von einem längenkontrahierenden und einem belie-
bigensD0L-System erzeugten Bildsprachen übereinstimmen oder nicht.

Es sei nun das SystemG1 längenkonstant oder -expandierend (κ1 >− 1) undG2 längenex-
pandierend (κ2 > 1).

Aufgrund der ersten Synchronisationsbedingung liegt zu jedem Bild-Punktp eines
Wortesw dasκ-fache vonp in der Knotenmenge der Ableitung vonw:

p ∈ �(w) =⇒ κp ∈ �(w′).

Folglich gilt

�(w) ⊂−
1
κ
� (w′),

wobei 1
κM ⊂− R2 die Menge aller Punkte1κp mit p ∈ M ist. Für die SystemeG1 undG2

gelten daher die folgenden Ungleichungen:

�(ω1) ⊂−
1
κ1
� (ω′1) ⊂−

1

κ2
1

� (ω′′1) ⊂− · · · ⊂−
1

κi
1

� (ω(i)
1 ) ⊂− · · · (1)

�(ω2) ⊂−
1
κ2
� (ω′2) ⊂−

1

κ2
2

� (ω′′2) ⊂− · · · ⊂−
1

κi
2

� (ω(i)
2 ) ⊂− · · · (2)

Die Inklusionen sind jeweils echt, falls das betreffende System längenexpandierend ist.
Des Weiteren gelteB1 = B2. Insbesondere ist damit auchp(ω1) ∈ B2. Dann gibt es

eine Ableitungsstufei, so dass die Bilder zuω1 und deri-ten Ableitung vonω2 überein-
stimmen:p(ω1) = p(ω(i)

2 ). Wegen (1) und (2) gilt fürj ∈ N0

�(ω2) ⊂− · · · ⊂−
1

κi
2

� (ω(i)
2 )

=
1

κi
2

� (ω1)

⊂−
1

κi
2κ1

� (ω′1) ⊂− · · · ⊂−
1

κi
2κ

j
1

� (ω(j)
1 ).
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Wennκ2 > 1 gilt, dann sind die ersten Inklusionen echt; beiκ1 > 1 die letzten. Da min-
destens einer der beidenκ-Werte größer als Eins ist, gilt

�(ω2)⊂
1

κj
1κ

i
2

� (ω(j)
1 )

für j ∈ N. Aus der Gleichheit∣∣∣∣∣ 1

κj
1κ

i
2

� (ω(j)
1 )

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣�(ω(j)

1 )
∣∣∣

folgt, dass die Knotenmenge�(ω2) zu ω2 kleiner als die Knotenmenge�(ω(j)
1 ) zu einer

j-ten Ableitung vonω1 ist, also|� (ω2)|< |� (ω(j)
1 )| für j > 0 gilt. Damit stimmen auch

die entsprechenden Bilder nicht überein:p(ω2) 6= p(ω(j)
1 ) für j > 0. Da die Bildsprachen

aber übereinstimmen, giltp(ω2) = p(ω1).
Es seien

F1 = (p10,p11, . . . ,p1n, . . .) und

F2 = (p20,p21, . . . ,p2n, . . .)

die von densD0L-SystemenG1 bzw.G2 erzeugten Bildfolgen ohne Wiederholungen. Für
i ∈ {1,2} undj ∈N gilt dabei zum einenpi0 = p(ωi) und zum anderenpij = p(ω(k)

i ) mit

der kleinsten Zahlk, die die Gleichungp(ω(k)
i ) 6= pil für l = 0, . . . , j − 1 erfüllt. Falls

κi > 1 ist, enthält die FolgeFi alle erzeugten Bilder (pij = p(ω(j)
i ), da jedes Bild mehr

Punkte enthält als sein Vorgänger und daher alle Bilder voneinander verschieden sind.
Den obigen Überlegungen zufolge stimmt das Bildp10 mit dem Bildp20 überein aber

nicht das Bildp11. Analog zu oben erhält man, dass das Bildp11 auch mit keinem Bild
p2j für j > 1 übereinstimmt. Folglich giltp11 = p21. Durch analoges Weiterführen gelangt
man schließlich zu dem Ergebnis, dass die Bilder wie folgt übereinstimmen:p1j = p2j

undp1i 6= p2j für alle i ∈ N0 undj ∈ N0, j 6= i. Wenn die Bildsprachen übereinstimmen,
dann stimmen also auch die BildfolgenF1 und F2 überein. Wenn die Bildfolgen über-
einstimmen, dann natürlich auch die Bildsprachen. Insgesamt ergibt sich damit folgendes
Ergebnis.

3.2. Lemma:Die Bildsprachen eines längenkonstanten oder -expandierenden und eines
längenexpandierendensD0L-Systems stimmen genau dann überein, wenn die wiederho-
lungsfreien Bildfolgen übereinstimmen.

Wennx(i) die kleinstex-Koordinate ist, die bei den Punkten der Bildfläche zuri-ten Ab-
leitung eines Wortesw auftritt, dann gilt mit den Parameternκ undµ wegen der Synchro-
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nisationsbedingungen

x(i) >− κx(i−1)−µ

>− κ2x(i−2)−κµ−µ

>− κ3x(i−3)−κ2µ−κµ−µ

...

>− κix−µ
i−1

∑
j=0

κj .

Analog gilt für die größtenx-Koordinaten sowie die kleinsten und größteny-Koordinaten

x(i) <− κix+µ
i−1

∑
j=0

κj ,

y(i) >− κiy−µ
i−1

∑
j=0

κj , y(i) <− κiy +µ
i−1

∑
j=0

κj .

Es seienκ1 undκ2 verschieden. Angenommen, die BildfolgenF1 undF2 stimmen über-
ein. Dann gilt insbesonderep(ω1) = p(ω2). Außerdem seiq = (qx, qy) ein vom Null-
punkt verschiedener Punkt des Bildes. Dann giltκi

jq ∈ �(hi
j(ωj)) für j = 1,2 und alle

Ableitungsstufeni ∈ N0. Damit sind auch folgende Ungleichungen (komponentenweise)
erfüllt, wobei sichx, y, x undy auf das Startwortω1 beziehen:

κi
1(x,y)−µ1

i−1

∑
j=0

κj
1(1,1) <− κi

1q
<− κi

1(x,y)+µ1

i−1

∑
j=0

κj
1(1,1).

Im Folgenden wird fürµ1
i−1
∑

j=0
κj

1 kurzVi geschrieben. Wennκ2 > κ1 gilt, dann gibt es eine

Ableitungsstufei ∈ N, so dass

κi
1(x,y)−Vi(1,1) 6<− κi

2q oder κi
2q 6<− κi

1(x,y)+Vi(1,1) (3)

gilt. Diese Behauptung wird noch präzisiert und anschließend bewiesen. Es seiκ2 > κ1.

1. qx
>− 0 undqy

>− 0: Dann giltκi
2qx

>− κi
1x+Vi oderκi

2qy
>− κi

1y +Vi für ein i > 1.

2. qx
<− 0 undqy

>− 0: Dann giltκi
2qx

<− κi
1x−Vi oderκi

2qy
>− κi

1y +Vi für ein i > 1.

3. qx
<− 0 undqy

<− 0: Dann giltκi
2qx

<− κi
1x−Vi oderκi

2qy
<− κi

1y−Vi für ein i > 1.

4. qx
>− 0 undqy

<− 0: Dann giltκi
2qx

>− κi
1x+Vi oderκi

2qy
<− κi

1y−Vi für ein i > 1.
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Es werden die Ungleichungen durchκi
1 geteilt. Der Quotient

Vi

κi
1

sei mitCi bezeichnet.

Fallsκ1 = 1 ist, geltenVi = µ1i undCi = Vi. Im Falleκ1 > 1 gilt

Ci =
1

κi
1

µ1
κi

1−1
κ1−1

=
µ1

κ1−1

(
1− 1

κi
1

)
.

Mit C =
µ1

κ1−1
gilt 0 < Ci < C für alle i ∈ N. Außerdem werden die Ungleichungen

durchqx bzw.qy geteilt. Mindestens ein Wert von beiden ist verschieden von Null. Setzt

man nochQ =
κ2

κ1
, so erhält man

1. Qi >−
x+Ci

qx
oder Qi >−

y +Ci

qy
,

2. Qi >−
x−Ci

qx
oder Qi >−

y +Ci

qy
,

3. Qi >−
x−Ci

qx
oder Qi >−

y−Ci

qy
,

4. Qi >−
x+Ci

qx
oder Qi >−

y−Ci

qy
.

DaQ > 1 ist, wächstQi in jedem Falle schneller als die rechte Seite der jeweiligen Unglei-
chung. Es gilt also stets eine der Beziehungen aus (3). Somit gibt es eine Ableitungsstufe
i ∈ N, bei der die Knotenmenge�(hi

2(ω2)) einen Punkt enthält, der nicht in der Bildflä-
che�(hi

1(ω1)) liegt. Folglich sind die Bilderp(hi
1(ω1)) undp(hi

2(ω2)) verschieden; also
auch die BildfolgenF1 und F2. Dies ist aber ein Widerspruch zur AnnahmeF1 = F2.
Mit Lemma 3.2 erhält man, dass bei unterschiedlichenκ-Parametern die Bildsprachen
verschieden sind.

3.3. Satz:Zwei längenkonstante oder -expandierendesD0L-Systeme mit unterschiedli-
chenκ-Parametern erzeugen stets verschiedene Bildsprachen.

Es seien nunG1 undG2 zwei längenexpandierendesD0L-Systeme mitκ1 = κ2.
Wenn die beiden Bildsprachen unterschiedlich sind, dann sind auch die Bildfolgen

verschieden. Im Folgenden wird nachgewiesen, dass ein Unterschied in diesem Falle spä-
testens beim vierten Ableiten entsteht.

Das folgende Beispiel zeigt zweisD0L-Systeme, deren Bildfolgen sich zum ersten
Mal bei den vierten Ableitungen unterscheiden.

3.4. Beispiel:Es seienG1 = (A,h1, r) und G2 = (A,h2, r) zwei längenexpandierende
sD0L-Systeme mit(2,1)-Endomorphismenh1 bzw.h2 vermöge

h1(r) = rrlr , h1(l) = udllud , h1(u) = uurl , h1(d) = dd ,
h2(r) = rrllrr , h2(l) = udll , h2(u) = uurl , h2(d) = dd .
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Die schlichten gerichteten Graphen bis zur vierten Ableitung sind mittelsG1
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und mittelsG2

- --��-- --��----��--6?��6?��--��----��-- --��----��--6?��6?��--��----��----��----��--6?��6?��--��----��--6
6
-�
?
?6?��6?��6

6
-�
?
?6?��6?��--��----��--6?��6?��--��----��----��----��--6?��6?��--��----��-- --��----��--6?��6?��--��----��----��----��--6?��6?��--��----��--6

6
-�
?
?6?��6?��6

6
-�
?
?6?��6?��--��----��--6?��6?��--��----��----��----��--6?��6?��--��----��----��----��--6?��6?��--��----��----��----��--6?��6?��--��----��--6

6
-�
?
?6?��6?��6

6
-�
?
?6?��6?��--��----��--6?��6?��--��----��----��----��--6?��6?��--��----��--6

6
-�6
6
-�--��--6?��
?
?
?
?6
6
-�
?
?6?��6?��6

6
-�
?
?6?��6?��6

6
-�6
6
-�--��--6?��
?
?
?
?6
6
-�
?
?6?��6?��6

6
-�
?
?6?��6?��--��----��--6?��6?��--��----��----��----��--6?��6?��--��----��--6

6
-�
?
?6?��6?��6

6
-�
?
?6?��6?��--��----��--6?��6?��--��----��----��----��--6?��6?��--��----��----��----��--6?��6?��--��----��----��----��--6?��6?��--��----��--6

6
-�
?
?6?��6?��6

6
-�
?
?6?��6?��--��----��--6?��6?��--��----��----��----��--6?��6?��--��----��-- .

Die Bilder (aber nicht die Kantenmengen) bis zur dritten Ableitungsstufe stimmen jeweils
überein; zu den vierten Ableitungen sind auch die Bilder verschieden. ♥

Da bis zur zweiten Ableitungsstufe alle Buchstaben vorliegen, die überhaupt erzeugt wer-
den ([T05, Lemma 1.23]), kommen in der dritten Ableitung des Axioms alle überhaupt
auftretenden atomaren Ableitungen als Teilwörter vor. Stimmen die Bilder der vierten
Ableitungen auch noch überein, dann sind die neu entstandenen Teilbilder auch Unterbil-
der des jeweils anderen Bildes. Da sie aber bereits als Unterbilder (an anderer Stelle) in
Bildern früherer Ableitungen auftreten und keinen Unterschied hervorgerufen haben, tun
sie es jetzt auch nicht und somit auch später nicht.

3.5. Lemma: Stimmen die Bildfolgen zweier längenexpandierendersD0L-Systeme mit
gleichemκ-Parameter bis zur vierten Ableitungsstufe überein, so stimmen sie insgesamt
überein.

Mit Lemma 3.2 ergibt sich folgendes Ergebnis.

3.6. Satz:Die Bildsprachen zweier längenexpandierendersD0L-Systeme mit gleichem
κ-Parameter stimmen genau dann überein, wenn die Bildfolgen bis zur vierten Ablei-
tungsstufe übereinstimmen. Die Äquivalenz solchersD0L-Systeme ist damit entscheidbar.

Nun seienG1 undG2 zwei längenkonstantesD0L-Systeme.
Das folgende Beispiel zeigt, dass auch bei unterschiedlichen Bildfolgen gleiche Bild-

sprachen vorliegen können.

3.7. Beispiel:Es seienG1 = (A,h1, r) undG2 = (A,h2, r) zwei längenkonstantesD0L-
Systeme mit

h1(r) = rlr , h1(l) = lud , h1(u) = urdlu , h1(d) = d ,
h2(r) = udr , h2(l) = l , h2(u) = urdlu , h2(d) = d .
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DassD0L-SystemG1 erzeugt folgende schlichte gerichtete Graphen:

- -�- -�-�6?-�- -�-�6?-�-�6?6
-

?�6?-�-�6?-�- -�-�6?-�-�6?6
-

?�6?-�-�6?-�-�6?6
-

?�6?6
-

?�6
-�-

?�6?6
-

?�6?-�-�6?-�-�6?6
-

?�6?-�-�6?-�- 6
-�-

?�6

6
?

?- 6
-

?�6

6
-

?�
6
?

?- 6
-

?�6

6
-�-

?�
6
?

?- 6
-

?�6

6
-�-

?�
6

6
?

?

?- . . .

Die vonG2 erzeugten schlichten gerichteten Graphen sind:

-
6
?-

6
-

?�
6
?
6
?-

6
-

?�
6

6
?-

?�
6
-

?�
6
?
6
-

?�
6
?
6
?-

6
-

?�
6

6
?-

?�
6
-

?�
6

6
-

?�
6
?
6
?-

?�
6
-

?�
6

6
?-

?�
6
-

?�
6
?
6
-

?�
6

6
?-

?�
6
-

?�
6
?
6
-

?�
6
?
6
?-

6
-

?�
6

6
-

?�
6

6
?

?

?-
6
-

?�
6

6
-

?�
6

6
-

?�
6
?

?

?-
6
-

?�
6

6
-

?�
6

6
-

?�
6

6
?

?

?

?-
6
-

?�
6

6
-

?�
6

6
-

?�
6

6
-

?�
6
?

?

?

?- . . .

Es ist zu erkennen, dass beide Bildsprachen aus folgenden Bildern bestehen:

. . .

♥

In [T05] wurde gezeigt, dass und wie man entscheiden kann, ob ein längenkonstantes
sD0L-System eine endliche Bildsprache erzeugt oder nicht. Wenn die Bildsprache endlich
ist, so enthält sie höchstens drei Bilder ([T05]).

3.8. Lemma: Erzeugen zwei längenkonstantesD0L-Systeme jeweils eine endliche Bild-
sprache, so ist die Äquivalenz entscheidbar. Es sind höchstens drei Bilder mit drei anderen
zu vergleichen.

Ist eine Bildsprache endlich, die andere aber nicht, so stimmen sie nicht überein.

3.9. Lemma:Erzeugt ein längenkonstantessD0L-System eine endliche Bildsprache, ein
anderes aber eine unendliche Bildsprache, so sind beide Systeme nicht äquivalent.

Die Frage, ob und, wenn ja, wie man entscheiden kann, ob zwei längenkonstantesD0L-
Systeme mit unendlichen Bildsprachen äquivalent sind oder nicht, wird Gegenstand zu-
künftiger Untersuchungen sein.

4. Zusammenfassung

Es seienG1 = (A,h1,ω1) undG2 = (A,h2,ω2) zwei sD0L-Systeme mit einem(κ1,µ1)-
und einem(κ2,µ2)-Endomorphismush1 bzw.h2. Außerdem gelteκ1 <− κ2.
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Im vorherigen Abschnitt wurde für folgende Fälle die Entscheidbarkeit der Äquiva-
lenz nachgewiesen:

• κ1 = 0 (mindestens einsD0L-System ist längenkontrahierend) — Satz 3.1,

• κ1 >− 1 undκ2 > κ1 — Satz 3.3,

• κ1 > 1 undκ2 = κ1 — Satz 3.6.

Die folgende Tabelle gibt die Nummern der Sätze an, in denen Aussagen über die Ent-
scheidbarkeit oder die Äquivalenz selbst getroffen werden.

κ2 0 1 > 1

κ1

0 3.1 3.1 3.1

1 3.1 ? 3.3

> 1 3.1 3.3 3.3, 3.6

Der Fallκ1 = κ2 = 1 wird in zukünftigen Arbeiten untersucht werden.
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