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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden synchrone, tabellierte, kontextfreie Ketten-
Code-Bild-Systeme in Hinsicht auf die Endlichkeit der von ihnen erzeugten Bild-
sprachen untersucht. Es wird gezeigt, dal3 jedes tabellierte Ketten-Code-Bild-System
eine endliche oder abzahlbare Bildsprache erzeugt und eine Methode angegeben, mit
der zu jedem solchen Ketten-Code-Bild-System entschieden werden kann, ob es eine
endliche Bildsprache erzeugt oder nicht.

1. Einleitung

Ketten-Code-Bild-Sprachen sind ein grammatikalischer Ansatz zur Beschreibung von
Bildern (Strichgraphiken). Sie basieren auf der Erzeugung von Wartern tber einem spezi-
ellen Alphabet und der Interpretation dieser Worter als Bilder. Sie kdnnen als eine formale
Beschreibung der Arbeitsweise gewisser Plotter aufgefal3t werden.
Ketten-Code-Bild-Sprachen wurden von HREEMAN eingefuhrt ([Fr61]). Bei Ketten-
Codes entsteht ein Bild durch eine Folge von Zeichenbewegungen, die durch Symbole
reprasentiert sind. Ein Wort beschreibt ein Bild, das durch Nacheinanderausfihrung der
Zeichenschritte seiner Buchstaben entsteREEMAN benutzt ein achtelementiges Al-
phabet{ O,...,7}, dessen Elemente entsprechend folgender Skizze interpretiert werden:

O Zum Beispiel entsteht das nebenstehende Bil
5 2 aus dem Wort 1261204153445672606:
5 |4 3 (Beim Nachvollziehen beginne man an der Nasenspitze.)
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Fur sprachentheoretische Betrachtungen geniigen die vier Richt{ifgg4, 6 }, da die
restlichen vier keine andersartigen Resultate liefern und keine anderen Beweismethoden
erfordern [DH89]. In Anlehnung an Plotter-Befehle schreibt man, [, d fur die Rich-
tungenright, up, left, down

Der Zusammenhang von Wortern und Bildern legt es nahe, Beziehungen zwischen for-
malen Sprachen und Bildsprachen zu suchen. Die erste Arbeit auf diesem Gebiet ist
von J. FEDER ([Fe68]). In den 80er Jahren wurden Ketten-Code-Bild-Sprachen unter-
sucht, bei denen die zugrunde liegenden Wortsprachen 2omSKY-Hierarchie geho-

ren ((MRW82], [SW85]).

Bei den biologisch motivierten INDENMAYER-Systemen wird eine Variante der Ketten-
Codes verwendet, die auf der Schildkrétengeometrie basiert.

Kontextfreie LNDENMAYER-Systeme werden nach [RS80] in folgende Klassen einge-
teilt: DOL (deterministisches Ersetzen von Buchstaben)(richtdeterministisches Er-
setzen),DTOL (nichtdeterministische Auswahl einer Ersetzungstabelle, nach der deter-
ministisch ersetzt wird) un@'0L (nichtdeterministische Auswabhl einer Ersetzungstabel-
le, nach der nichtdeterministisch ersetzt wird). Zu Ketten-Code-Bild-Sprachen, die auf
L INDENMAYER-Systemen basieren, liegen nur wenige Erkenntnisse vor ([DHr92]).

In [TO2] wurde eine Abstrahierungshierarchie entwickelt und die Entscheidbarkeit der
Endlichkeit von Ketten-Code-Bild-Sprachen zu synchronen, deterministischen, kontext-
freien LINDENMAYER-Systemen {DOL-Systemen) auf Grundlage dieser Hierarchie be-
wiesen. Mittels dieser Abstrahierungshierarchie wurde in nachfolgenden Arbeiten die
Entscheidbarkeit der Endlichkeit von Bildsprachen synchroner, einfach nichtdetermini-
stischer, kontextfreier Ketten-Code-Bild-Systemns@l (Systeme) und synchroner, deter-
ministisch-tabellierter, kontextfreier Ketten-Code-Bild-Systeri2T(0L-Systeme) nach-
gewiesen ([T03a] und [TO3b]). Die vorliegende Arbeit schliel3t an die vorigen an, indem
die Entscheidbarkeit bei Ketten-Code-Bild-Sprachen synchroner, tabellierter, kontextfrei-
er Ketten-Code-Bild-Systeme untersucht wird.

2. Grundlagen

Die Endlichkeitsuntersuchungen zu Bildsprachen von synchronen, tabellierten, kontext-
freien Ketten-Code-Bild-Systemen in der vorliegenden Arbeit beruhen auf der Abstrahie-
rungshierarchie, die in [T02] entwickelt wurde. In diesem Abschnitt werden die bendtig-
ten Begriffe zusammengestellt.

2.1. Strukturen Uber einem Alphabet

Es seiend = {r,l,u,d } ein Alphabet und.4*,-) die freie Struktur Gbesd mit der Ope-
ration der Aneinanderreihung (Konkatenation). Die Elemente&iusei3en Wortera ist

das Leerwortyw € A* : w\ = A\w = w. Die MengeA™ enthalte alle Worter aud* aul3er
dem Leerwort\. Ein Operationssymbol fur die Aneinanderreihung wird im allgemeinen
nicht geschrieben. Das Mengensystem der endlichen, nichtleeren Teilmengdr sen
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A. Die Konkatenation zweier WortmengénV” € A liefert die Menge aller Woérteav,
bei deneru aus der Mengé& undv ausV sind:

UV={u|ueUundveV}.

Das Mengensystem bildet mit den Operationen Vereinigung und Konkatenation
einen Halbring A, U, -), da(A,U) und (A, -) Halbgruppen sind und die bekannten Distri-
butivgesetze gelten.

Auf A* wird eine Langenfunktion- | induktiv erklart:

LA=0,[r] =i = |u| = |d] = 1.
2. Sindu, v Worter, so ist die Langeiv| = |u|+|v].

Alle Worter w mit der Langejw| = n werden in der Menged™ zusammengefalit. Ein
Wortw € A" sei aus Buchstaben,, . .., w, zusammengesetat. = wy - - - w,. Mit w; fiir
i=0,...,nist in diesem Zusammenhang das Wojt= w1 - - -w; gemeint {vg = \). Zu
einem Wortw € A* und einem Buchstabene A sei|w|, die Anzahl der Vorkommen
von z in w. Die Menge|w| sei die Menge der in dem Wout auftretenden Buchstaben:

w={x||wl;=1}.

Analog steh{1¥] mit einer WortmengéV' fur die Menge aller Buchstaben, die in einem
Wort auslV auftreten:

weW
Mit den Elementen aud* seien Abbildungen auf def® assoziiert:
wiZ?— 72 (we A").

Dem Leerwort entspricht die identische Abbildung. Die atomaren Abbildungen, d
ordnen einem Punkf € Z? seine Nachbarn zu:

r(q) = q+(1,0), I(q9) = q—(1,0),
u(q) = q+(0,1), d(q) = q—(0,1).

(Die Funktionsnamen r, I, u, d stammen von den Richtungen right, left, up, down)
Ein zusammengesetztes Wowi € A* symbolisiert die verkettete Abbildung w:
vow:Z? —7Z? mitq— w(v(q)).

Der Nullpunkt de<Z? seio = (0,0). Die Verschiebungen(q) — q eines beliebigen Punk-
tesq € Z2? zu x(q) seien firz € A mit v, € Z? bezeichnet. Folglich gilb, = (1,0),
v, = —(1,0), v, = (0,1), vy = —(0,1). Ein Punktp € Z2 sei durch(p,,,p,) dargestellt,
Die Interpretation von Wértern als Abbildungen auf d&ist ein Homomorphismus

3



von der freien Struktu(A, ) in die freie Struktur(.4, o). Die Operatoren undo werden

nicht geschrieben, wenn aus dem Zusammenhang hervorgeht, um welche Operation es
sich handelt.

Die Abbildungen- und! sowieu undd sind zu einander invers. Die Abbildungen und

ur sowield unddl ordnen einem Punki seine Diagonalnachbarn zu:

ru(q) =ur(q) =q+(1,1), ld(q)=dl(q) =q—(L,1).

Eine Abbildung, die zusammen mit einer Ab-  z | z | 2t | 2t
bildung z einen Diagonalnachbarn liefert, wird ri{llu |d
durch - gekennzeichnet. Die Inversen zweier Il |r|d |u
Abbildungenz: undz+ werden durch: bzw. 2+ wld|r |1
symbolisiert. Die nebenstehende Tabelle zeigt d | u | r

die entsprechenden Funktionen.

2.2. Graphische Einbettung

Ein Gittergraph ist ein Graph, bei dem die Knotenmenge eine Teilmeng&4st und

jede Kante zwei benachbarte Knotgm:(q) mit g € Z2 undz € {r,1,u,d } verbindet. Die
.Lage" der Knoten ist wesentlich; ein Umbenennen der Knoten fuhrt in der Regel nicht
zu einem isomorphen Gittergraphen. Eigenschaften wie gerichtet, ungerichtet, schlicht
bleiben davon unberthrt.

In [TO2] werden Funktionen eingefiihrt, die einem Wert A™ folgendes zuordnen:

e Die Knotenmenge®(w) = {w;(a) |i=0,...n},

den gerichteten Gittergraphen (maoglicherweise mit Mehrfachkanten)

g°(w) = (©°(w), { (@ (0). Wi(@)) }iy...0)

den schlichten gerichteten Gittergraph€tw) zu ¢*(w) (ohne Mehrfachkanten)
st (w) = (O%(w), { (wi—i(a),wi(a)) |i=1,...,n}),

die Kantenmengg®w von s (w)

1w = { (wi1(a),wi) [i=1,....,n},

wobei eine Kante durch ein Punkt-Richtungs-Paar anstatt eines Paares zweier Punk-
te dargestellt wird,

das Bild (den Schatten vort(w))

pi(w) = (@%(w), { (wi—i(a), wj(a)), (wi(a),wi—1(a)) | i=0,...,n})
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e und die Bildflache

7%w) und }

wobeiz®(w), ie Randkoordinaten der Knoten au$(w)

darstellen:
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w)},  yt(w)=min{y| (z,y) € ©%(w)},
f(w) =max{z | (z, ) co%w)}, y(w)=max{y|(zy)€o(w)},

Der obere Index wird weggelassen, falls sich die Funktionen auf den Nullpunkt beziehen

(a=0).
Bildflachen sind Rechteckmengen (siehe [T02]). Eine Rechteckntrigedurch zwei
Punkte eindeutig bestimmt, die ,untere, linke Ecke}y) mit

z=min{z|(z,y) € P},
y=min{y|(z,y) € P}

und die ,,obere, rechte Ecke’,7) mit

=max{z | (z,y) € P},

y=max{y|(z,y) € P}

oder die ,obere, linke Ecke(z, ) und die ,untere, rechte Ecke, y). Geschrieben wird
eine Rechteckmenge dls,y), (7,7)]. Die folgenden Schreibweisen sind aquivalent:

[(z,y), @), [(7,9), (z,9)], [(z,9), (@ 9], [(T,9), (z,7)]-
Das Skalieren einer BildflachB = [p,q] um einen Faktok € Ny liefert die Bildflache
sP={sr|reP}=sp,sq].

Die Vereinigung zweier Bildflachen ist im allgemeinen keine Rechteckmenge. Eine er-
weiterte Vereinigung zweier Bildflachen soll die Bildflache der Vereinigung sein:

Px UPy = Pxuy-

Das folgende Beispiel zeigt die genannten Graphen zu einem gewissen Wort.

I sl

2.1. Beispiel: Es seiw = durrllurulldrdllrrdldurrr.

Der gerichtete Gittergraph(w) ist in der nebenstehenden
Abbildung zu sehen (zum Nachzeichnen beginne man im
Nullpunkt o). Die Knoten sind durch Punktenarkiert. Der 0
schlichte, gerichtete Gittergraptiw) entsteht durch Ent-

fernen der Mehrfachkanten, in diesem Beispiel durch Strei- 1__&,__

chen der Kante von nach unten zy0, —1).




Jedes Element der Kantenmerjpye ist ein Paar(p,z), wobeip € Z2 und z € A gilt.

Ein solches Paap, ) ist genau dann ifiw enthalten, wenn der gerichtete Gittergraph
eine Kante vom Knotep zum Knotenz(p) enthélt. Beispielsweise gi{f{0, —1),7) € ||w,
weil es eine Kante vom Knotg®, —1) zu seinem rechten Nachbar((0,—1)) = (1,—1)
gibt. Andererseits gilt(1,—1),1) ¢ ||w, weil vom Knoten(1, —1) keine Kante zu seinem
linken Nachbarri((1,—1)) = (0,—1) fuhrt.

'(27 2)

Das Bildp(w) entsteht aus dem schlichten, gerichteten Gi-
itergraphens(w) durch Weglassen der Kantenrichtungen.
Es ist nebenstehend abbgebildet. (Wenn ein Bild vorliegt,
ist es nicht mehr von Bedeutung, wie es entstanden ist.) Die .

Knoten sind nicht gekennzeichnet. Die graue Flache stellt

die zugehdrige Bildflachg-(2,2), (2,2)] dar. —(2,2) Q

Fur eine Wortmeng@/” sei mit ||/ die Vereinigung aller Kantenmengen zu den Wértern
auslV bezeichnet:

w=U lw.

weW

Die MengenA* von Wortern,{ ¢%(w) } von gerichteten Gittergraphe#s®(w) } von
schlichten, gerichteten Gittergraphen ufigf(w) } von Bildern (w € A* a € Z?) bil-

den unterschiedliche Ebenen einer Abstrahierungshierarchie. Auf unterster Ebene wer-
den Waorter einer Sprache betrachtet. Ein Interpretieren der Worter als gerichtete Graphen
mit Mehrfachkanten fuhrt auf die nachsthéhere Stufe. Auf die dritte Ebene gelangt man
durch Abstrahieren von den Mehrfachkanten. Durch Abstrahieren von den Kantenrich-
tungen gelangt man schlief3lich auf die Ebene der Bilder.

2.3. Spezielle Endomorphismen

Es seiemnx, u zwei naturliche Zahlens, 1 € No. Ein Endomorphismus auf dem Halbring
(A,U,-) heil3t (x, u)-Endomorphismus, falls fir alle € .4 folgendes erfullt ist: Wenn
' € h({z}) ist, so gilt

1. 2/(0) = kb, und
2. B(2) € Klo, 0] Wplo,1, 001 ].

Aus der zweiten Bedingung folgt fur das Leerwort: Wexire h({ A }) ist, gilt fur die
Bildflache[()\') € [0, 0]. Da die leere Menge nicht i auftritt, besteht die Bildflache aus
dem NullpunktII(\') = [0, 0]; das Leerwort wird auf sich abgebildét{{ A }) = { A\ }.
Das Anwenden voih auf eine Wortmengél” wird Ableiten genannt; die Menge(1V)
entsteht in einem Ableitungsschritt. Diestellige Verkettung einegs, 11)-Endomorphis-
mus h wird kurz h™ geschrieben. Jedes Element vigh({w }) mit w € A* hei3tn-te
Ableitung vonw; ein solches Wort wird auch mit(™) bezeichnetw’, w”, w"’ firr die
ersten drei Ableitungeny© = w).

Das folgende Beispiel soll die Synchronisationsbedingungen veranschaulichen.
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2.2. Beispiel:Es seih ein Endomorphismus ayf\, U, -) mit
h({r}) = {rdruurdr,rurrddlurr } undh({z}) = {xzzx } firz #r.
Damit gilt

(rdruurdr)(o) = v, + 0440, + 0, + 0, + 0, + 05+ 0, = 4o,
(rurrddlurr)(o) = v, +0,+ 0, + 0, + 05+ 05+ 0, +0, + 0, +0, = 4o,
(zxaz)(0) = 4do,.

Die ersten Ableitungen sinciruurdr, rurrddlurr, [, vuuu und dddd. Die zugehdori-
gen schlichten, gerichteten Gittergraphen zeigt die folgende Tabelle.

Ableitung | Zugehoriger Gittergraph
(0,1)
rdruurdr oj \ L»(4,O)
(07_1)
(0,1)
rurrddlurr 0—>T T (4,0)
(07_1)
(0,1)
il (—4,0)— 0
(Oa_l)
(0,4)
uuUY ‘
(=1,0) 0 (1,0)
(_170) 0 (170)
dddd '
(Ov _4)

Alle Punkte zu einer Ableitung’ € h({ z }) liegen in der Bildflache

[(z') € 40,0, U[b,1,0-1].



Somit ist der Endomorphismusein (4, 1)-Endomorphismus.

Die erste Synchronisationsbedingung gibt an, wo die Bild-Endpunkte der ersten Ableitun-
gen des Alphabet liegen; die zweite Bedingung bewirkt, dal3 das Bild zu jeder Ableitung
vonz € A in einem gewissen Rechteck liegt. Q@

Es seiw ein Wort aus4™; dann gilt wegen der Konkatenation von Wortmengen

{wh={wiwp}={wi}--{wn}.

Desweiteren séh ein (, u)-Endomorphismus, dann gilt wegen der Operationstreue von
h beziglich der Konkatenation

h({w}) =h({w--wn}) =h({wr}--{wn}) = h({wi})--h({wn}).

Aus der Operationstreue vanbezuglich der Vereinigung folgt fur eine endliche Wort-
mengell € A

hw)=J h({w}).

weWw

Die Méchtigkeit einer Mengé/ wird durch|M | symbolisiert; folglich is§a({w })| die
Anzahl der ersten Ableitungen ven

Es sei bemerkt, dal es zu je zwei naturlichen Zahlend i einen(x, 1)-Endomorphis-
mus gibt; beispielsweise igtmit {z } — {z" } (x € A) fur jede natirliche Zahk € Ng
ein (k, 1)-Endomorphismus.

Es seiup € Ng eine nattrliche Zahl. Dann gilt fur alle nattrlichen Zahjen 1.o:

po[o,L,0-1] S pfo,,0-1].
2.3. Folgerung:Jeder(x, u)-Endomorphismus ist auch efr, i« + 1)-Endomorphismus.

Der Parameter gibt eine LAngenanderung beim Ableiten an; im Falle O heil3t der
Endomorphismus langenkontrahierend, im Falie 1 langenkonstant und im Falie> 1
langenexpandierend. Der Parameieist eine obere Schranke fir die Breitendnderung
beim Ableiten.

Sind bei einentx, 1)-Endomorphismus die atomaren Bilder einelementig, so hat jedes
Wort genau eine Ableitung; die Mengenzeichen werden in diesem Falle weggelassen:
h(w) =w'.

2.4. Ketten-Code-Bild-Systeme

In diesem Abschnitt werden synchrone, tabellierte Ketten-Code-Bild-Systehiog.-(
Systeme) definiert, die dann mit synchrone, einfach-nichtdeterministische Ketten-Code-
Bild-Systeme in Zusammenhang gebracht werden.
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2.4.1. sTOL-Systeme

Ein synchrones, tabelliertes, kontextfreies Ketten-Code-Bild-System (gesiEOIMSy-
stem) ist ein Tripel

G=(Ahw)

mit dem Alphabetd = { r,l,u,d }, einer endlichen, nichtleeren Mengie= { h1,... . hp, }
von (k;, p; )-Endomorphismen; miti =1,...,m und einem nichtleeren Startwort (Axi-
om)w e AT,

Mit A" sei die Menge allen-stelligen Verknipfungen von Elementen duisezeichnet:

" ={hyo---oh;, |i;€{1,...om};j=1...,n};

desweiteren sédi”({ w }) die Menge aller Worter, die durch die Elemente vérentste-
hen:

h*({w}) = {h({w}) [ he € A"}

Die von einemsTOL-System(G erzeugte BildsprachB8; ist die Menge aller Bilder von
Ableitungen des Axioms:

Be={pw)|weh"{w}),neNp}.

Ein sTOL-System heif3t lAngenexpandierend, wenn mindester{s gim; )-Endomorphis-
mush; € h langenexpandierend ist. Es heil3t langenkontrahierend, wenn alle Endomor-
phismen aug: langenkontrahierend sind. Andernfalls ist mindestens ein Endomorphis-
mus aush lAngenkonstant; alle anderen sind langenkontrahierend. Bigde Systeme
sollen langenkonstant heil3en.

Gibt es zu einemTOL-SystemG zwei naturliche Zahlem, 11, so dal alle auftretenden
Endomorphismefx, 11)-Endomorphismen sind, so hei3trein, andernfalls gemischt.

Bei einem langenkontrahierendefiOL-System ist jeder auftretende Endomorphismus
ein (0, u;)-Endomorphismus und nach Folgerung 2.3 aucti@in)-Endomorphismus fiir
alle u 2 max{ u1,. .., um }. Folglich sind langenkontrahierend&0L-Systeme stets reine
Systeme. Bei einem reinen, langenkonstantBi_-System sind alle auftretenden End-
morphismer(1, x)-Endomorphismen; bei einem gemischten, lAngenkonstaitdn Sy-

stem tritt mindestens eifl, 11)- und mindestens eif0, 1)-Endomorphismus auf. Dabei

gilt ebenfallsy = max{ ua,. .., pm }-

Um Untersuchungsergebnisse von einfach-nichtdeterministischen SysterheBytcte-

men) nutzen zu kdnnen, werden einfach-nichtdeterministische Unter- und Obersysteme
definiert.

2.4.2. Einfach-nichtdeterministische Untersysteme

Ein sOL-SystemU = (A, ho,w) heil3t einfach-nichtdeterministisches Untersystem (auch
sOL-Untersystem genannt) eing€B0L-System( (geschriebe/ £ &), wenn jede Ablei-
tung eines Wortew € A* mittelsU auch Ableitung mittel7 ist.
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2.4. Folgerung:Es seiG = (A, h,w) mit h = { h1,...,hy, } €in STOL-System. EirsOL-
SystemJ = (A, ho,w) ist genau dann eisOL-Untersystem zd-, wenn es einen Index
i€ {1,...,m} derart gibt, daR fur jeden Buchstabenc .4 die Ableitungen mittel,
auch Ableitungen mittels; sind:

ho({z}) € hi({z}) furalleze Aundeinie{1,....m}.

Beweis:Wenn es einen Indeke {1,...,m} gibt, so dalh.({z}) € h;({z }) fur alle
x € A gilt, dann ist jede Ableitung eines Wortes= A* mittelsh, auch Ableitung mittels
h; und damit auch mittels:

ho({w}) < hi(fw}) € h({w}).

Folglich istU ein sOL-Untersystem void-.

Gibt es keinen solchen Index, so gibt es zu jedesnl, ..., m einen Buchstaben; mit
ho({z;}) € hi({z; }). Damit hat aber das Wott; - - - z-,,, mittels ., eine Ableitung, die
es bezuglichG nicht hat:

Viiho({z1-am}) Lhi({x1-zm }).
Also istU ein sOL-Untersystem void-. %

Ein sOL-Untersystenl/ = (A, ho,w) zu einemsTOL-SystemG = (A, { h1,...,hpm },w)
heil3t maximal, wenn bei obiger Inklusion Gleichheit gilt.

2.5. Folgerung:Ein sTOL-SystenG = (A, h,w) mith = { h1,...,hy, } hat als maximale
sOL-Untersysteme genau jeR@L-Systemé/; = (A, h;,w) miti =1,... ,m.

Ein sOL-UntersystenU; = (A, hj,w) einessTOL-Systems= = (A, { h1,...,hp },w) €r-
zeugt die Bildsprache
By, = {p(w) |we n'({w}),n €No}.

2.6. Folgerung: Die von einemsOL-Untersystem einesI'0L-Systems~ erzeugte Bild-
sprache ist eine Teilmenge der v@rerzeugten Bildsprache.

Beweis:Es seienz = (A, h,w) ein sTOL-System mit einer Mengk von Endomorphis-
menhy, ..., hy, undU = (A, ho,w) ein sOL-Untersystem void-. Nach Folgerung 2.4 gilt
fur einen Index € {1,...,m } und alle Buchstaben € A

ho({}) < hi{x}).

Da fur jede Ableitungsstufe € Ny die n-stellige Verknupfung:;' Element vonh™ ist,
gilt fir die BildspracheBy;:

By ={p(w) [w=hi(w),n€No}
€ {pw)[wehi{w})neNo}
S {pw)|wen"{w})neNo}=Bg.

Damit ist die Behauptung bewiesen. *
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Folgendes Beispiel illustriert den Zusammenhang und zeigt, da’ ein maxisddles
Untersystem im allgemeinen eine echte Teilmenge der Bildmengé&\ameugt.

2.7. Beispiel:Es seiem, hp zwei (2,1)-Endomorphismen mit

hi{u}) ={wludru}, ha({r})={rrrudr}, hi{x})={zx} furz e {l,d}

und

ho({u}) ={wrudlu}, ho({z}) ={zx} fir z # u.

Desweiteren seieh = { h1,hp } und G dassTOL-System(.A, h,u). Die beidensOL-Sy-
stemeU; = (A, hy,u), Uy = (A, hp,u) sind die einzigen maximalesOL-Untersysteme
vonG.

Nach zweimaligem Ableiten des Startwortesnittels G liegen folgende schlichte, ge-
richtete Gittergraphen vor:

zuu | zuh({u}) | zuh?({u})

Jy W
e

Die Gittergraphen, die durch zweimaliges Ableiten mitt€lsbzw. U, entstehen, sind
durcho bzw.O markiert. Andere Graphen entstehen bei zweimaligem Ableiten ni¢ht.

DLLE

2.4.3. Einfach-nichtdeterministische Obersysteme

Ein sOL-SystemS = (A, ho,w) heildt einfach-nichtdeterministisches Obersystem (auch
sOL-Obersystem genannt) eines tabellierten Ketten-Code-Bild-Systéffgeschrieben
S 2 (), wenn jede Ableitung eines Wortesc A* mittelsG auch Ableitung mittels ist.

2.8. Folgerung:Es seiG = (A, h,w) mith ={ hq, ..., h;, } €insTOL-System. ESOL-Sy-
stemS = (A, ho,w) ist genau dann ein0L-Obersystem z&, wenn fur jeden Buchstaben
x € A die Ableitungen mittels der Endomorphisnigritr i =1,...,m auch Ableitungen
mittelsh, sind:

Uhri{z}) Sho({z}) furze A

=1
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Beweis:Fir ein beliebiges Wort gilt A({w }) = [nj hi({w}). Wenn fur jeden Buchsta-

i=1

benz € A die Inklusion U hi{x}) € ho({x}) gilt, so gilt sie auch fur Worter. Daher

sind die Ableitungen elnes Wortesmittels » auch Ableitungen mittels,; dassOL-Sy-
stemS ist einsOL-Obersystem z(r.

Gilt die Inklusion nicht, so gibt es einen Buchstabes A und ein Wortw € A4*, das
Ableitung vonzx beziglichG ist, aber nicht Ableitung vor: beziglichS ist. Also ist
nicht jedes Wort, das Ableitung mitte(s ist auch eine mittelsS. Folglich ist S kein
Obersystem. *

Ein sOL-Obersystent = (A, ho,w) zu einemsTOL-System

G:(A,{hl,...,hm},w)

heil3t minimal, wenn bei obiger Inklusion Gleichheit gilt:

ho({z}) = Jhi({z}) furze A

i=1
Das folgende Lemma trifft Aussagen Uber die Existenz s@inrObersystemen.

2.9. Lemma: Es seiG = (A, { h1,...,hy } ,w) ein sSTOL-System. Dann gelten folgende
Aussagen:

1. Das Systend: hat genau dann eis0L-Obersystem, wenn es zwei nattrliche Zahlen
k, 1 gibt, so dal jedefx;, i;)-Endomorphismus; (: = 1,...,m) auch ein(k, u)-
Endomorphismus ist.

2. Wenn(G ein sOL-Obersystem hat, so hat es genau ein minimafEsObersystem
S = (A, ho,w).

Beweis:Es seiG = (A,{ h1,...,hy },w) €insTOL-System.

1. Zunachst seien mindestens zwelParameter verschieden. Ohne Beschrankung der

Allgemeinheit seien dieg; und k2. Angenommen, es gabe esAL-Obersystem
= (A, ho,w) zuG. Dann muB jede Ableitung as({ = }), ha({z }) Zuho({z })

(x € A) gehoren, da jede Ableitung mitteds auch Ableitung mittelsS sein soll.

Aber es gibt keine natlrliche Zahl so dal%, die Bedingungen fur einefx, )-

Endomorphismus erfillt (bei beliebigemParameter), folglich gibt es auch kein

sOL-Obersystem fué.

Es sei nunG derart, dal3 jedes; ein (k,u;)-Endomorphismus ist. Nach Folge-

rung 2.3 ist jedes,; auch ein(x, u)-Endomorphismus mit > max{ ua, ..., fim }-

Damit ist auchh, mit ho({z}) = ha({x})U---Uhy,({z}) ein (k,)-Endomor-

phismus und das Systefh= (A, h.,w) ist einsOL-Obersystem fu6.
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2. Wenn G ein sOL-Obersystem hat, so existieren nach 1. zwei natirliche Zahlen
p und jeder Endomorphismus ist ein (x, 1)-Endomorphismus. Dann igt, mit
ho({z}) =h1({z})U---Uhp({x}) eindeutig bestimmt und auch efr, 1)-En-
domorphismus. Folglich ist = (A, ho,w) ein minimalesOL-Obersystem zd:. Es
ist eindeutig bestimmit.

*

Die erste Aussage des Lemmas bedeutet, dafif6in-System genau dann esfiL-Ober-
system hat, wenn es ein reind)L-System ist. Das folgende Beispiel soll verdeutlichen,
daR ein gemischtes'0L-System keirsOL-Obersystem hat.

2.10. Beispiel:Es seiG = (A,{ h1,h2},r) ein sTOL-System mit zwei Endomorphis-
menhy, hp, wobei folgendes gelten solky : {7} — {rud,rdu},{x} — {z} (x #7r)
undhy: {z}+— {:cizfL } Der Endomorphismus; erfullt die Bedingungen fir einen
(1,1)-Endomorphismusy, fur einen(0, 1)-Endomorphismus. Gabe es aifL-Obersy-
stemS = (A, ho,r) zu G, muldte{ rud,rdu,ud } eine Teilmenge voh,({ r }) sein. Auf
Grund der ersten Synchronisationsbedingung (s. S. 6) gabe es dann eine nattrliche Zahl
r, die sowohl die Gleichungefrud)(o) = x(1,0) und (rdu)(o) = x(1,0) als auch die
Gleichung(ud) (o) = x(1,0) erfullt. Die ersten beiden Gleichungen sind wegen der Be-
ziehung(rud) (o) = (rdu)(o) = (1,0) nur fur x = 1, die zweite ist wegefiud)(o) = o

nur fur x = 0 erflllt. Da es keine Zaht gibt, die alle Gleichungen erfiillt, ist, kein

(k, u)-Endomorphismus; folglich gibt es ke#dL-Obersystem zds. @

Aus dem vorangegangenen Lemma kann man folgende Schluf3folgerung tber die Bezie-
hung zwischen Bildsprachen ziehen.

2.11. Folgerung:Hat ein sTOL-System(z ein sOL-Obersystem, dann ist die v@r er-
zeugte Bildspraché; eine Teilmenge jener Bildsprachigs, die von dem minimalen
sOL-Obersysten$ zuG erzeugt wird.

Beweis:Es seien = (A, h,w) ein sTOL-System mit einer Endomorphismen-Menige
h={h1,....,hp },undS = (A, ho,w) das minimalesOL-Obersystem vox.
Desweiteren seiv eine n-te Ableitung des Axiomsv mittels G: w € A" ({w }). Dann
existieren Indices$y, ...,i, € {1,...,m}, so dal}

AS (hzl OhiZ O ohin)({w })
gilt. Mit Lemma 2.9 ergibt sich

wehi, (i, (hi (b ({w).))
€ ho(hiy 3 (hiy (- hiy({w})-.)
€ ho(ho(hi, (. his({w})-.)

€ hs({w}),
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also kuraw € 2 ({w }). Damitist jeden-te Ableitung vonu mittelsG auch eine mittel§
und es gilt fur die erzeugten Bildsprachen

Bg={pw)|weh"({w}),n€No}
< {pw) |wehi{w}),neNo}
= Bg,

was die Behauptung besagt. %

Das folgende Beispiel illustriert den Zusammenhang und zeigt, daf3 ein minisdales
Obersystem im allgemeinen eine echte Obermenge der Bildmenge emeugt. Es baut
auf dem Beispiel zwOL-Untersystemen auf (Beispiel 2.7).

2.12. Beispiel:Es seienm, hy die beiden(2,1)-Endomorphismen aus dem Beispiel zu
sOL-Untersystemen. Zur Erinnerung seien sie hier noch einmal angegeben. Es gilt

hi({u}) = {uludru}
hi({r})={rr,rudr}
hi({x}) ={axz} firz e {l,d}

und

ho({u}) = {wrudlu }
ho({z}) ={xz} fur x # u.

Das Systenty = (A, { h1,h2 },u) ist einsTOL-System und hat als minimale8L-Ober-
system

S=(Ahw),
wobeih jener(2,1)-Endomorphismus mit
h({z}) = { ha(), ha(x) }
ist. Folglich gilt
h({u}) = {uludru, urudlu }
h({r})={rr,rudr}
h({x})={zx} firze{l,d}.
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Nach zweimaligem Ableiten des Startwortesnittels S liegen folgende schlichte, ge-
richtete Gittergraphen vor:

zuu | zuh({u}) | zuh?({u})

WL @

el

44

el
"

l
!
w u
!

1_
el

e adi i

i
Lf*ﬁﬁ
Tﬁ
<y
e

i

g
Rt gt

s 8 ol o
<

F—P

Jene Gittergraphen, die durch zweimaliges Ableiten mittentstehen, sind durch das
Zeichene markiert. Durch zweimaliges Ableiten mittel§ bzw. U, entstehen die durch

o bzw.J markierten Gittergraphen. Andere Graphen entstehen bei zweimaligem Ableiten
nicht. Q@
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3. Endlichkeit von sTOL-Systemen

Bei Aufgaben, in denen Ketten-Code-Bild-Systeme eine Rolle spielen, muf3 geklart wer-
den, ob ein gegebenes System eine endliche oder unendliche Bildsprache erzeugt oder
welche Systeme Bildsprachen mit gewissen Eigenschaften erzeugen.

In diesem Abschnitt werden Bedingungen hergeleitet, anhand derer entschieden werden
kann, ob einsTOL-System eine endliche Bildsprache erzeugt oder nicht.

Es seiG = (A, h,w) ein sTOL-System mit einer Mengéhq,...,hy } vON (x4, 1i)-En-
domorphismer;. Die Ableitung eines Buchstabenc A mittels einem-stelligen Ver-
knupfungh;, o---oh;, (hiy,...,h;; € h)bildetden Nullpunkb auf den Punkk;, - - - x;, 0,

ab. Dies kann mittels vollstandiger Induktion Ubeaus der ersten Synchronisationsbe-
dingung geschlossen werden. AuRerdem folgt fir alle Ableitungenh;({ = }) mittels

eines Endomorphismus; € h, dalz/(0) = kv, + (v +vz) + d(v,. +v-1) fUr zwei
natiirliche Zahler, d gilt. Daraus folgt, dafx und z* gleich haufig in der Ableitung

2’ auftreten, und die Anzahl der Vorkommen vemnim «; groRer ist, als die von. Diese
Beobachtungen sind in der nachsten Folgerung zusammengefal3t.

3.1. Folgerung: Fir alle Buchstaben: € A gilt: Wennz’ eine Ableitung vorr mittels
eines Endomorphismus < & ist undz(") einen-te Ableitung vorn ist,

™ e (hyjo---ohy)({x}) frhy,... hi, €h,
so gilt
1. 2™ (0) = ki -+ ki, O,
2. |2y = ki + 2|7,
3. 2|, = |2 |71
Aus der ersten Aussage kann man fur Worter sofort folgendes schliel3en.

3.2. Folgerung:Fiir alle Worterw € A* gilt: Wennw(™ € (h; o---oh;,)({w}) einen-te
Ableitung vorw ist, so giltw(™ (0) = r;, -+ ks, w(0).

Beweis:Es seiew = wj - - - w; ein Wort ausA’, w&”), e ,wl(”) Ableitungen vonuy, ..., wy;

mittelsh;, o---oh;, undw(™ = w&”) o -wl("). Dann giltw™ € (h; o---oh;,)({w}) und

w(o) = (")) (o)

—wi” (o) + - +u" (o) ([T02], Folg. 2.3)
= Kiy +* Kip, (w1(0) + - +wy(0))
= /iil-"/iinw(o) ([TOZ], Folg. 2.3.

%

Die Ketten-Code-Bild-Systeme werden nach ihrem ,Langenverhalten” getrennt betrach-
tet, zunachst langenkontrahierende, dann langenexpandierende und schliel3lich langen-
konstante Systeme.
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3.1. Langenkontrahierende Ketten-Code-Bild-Systeme

Es seiG = (A, h,w) ein langenkontrahierende$0L-System mit einer endlichen, nicht-
leeren Mengéh = { h1,...,hn } von (0, u)-Endomorphismen. Zunéchst stellt jedes
einen(0, i;)-Endomorphismus dar. Es sesei das Maximum alleg;:

p=max{u; |i=1... m}.

Nach Folgerung 2.3 ist jedés auch ein(0, .)-Endomorphismus.

Das minimalesOL-Obersysteny = (A, h,w) zuG ist ein lAngenkontrahierendeBl-Sy-
stem, dessen Endomorphismiusebenfalls eir{0, )-Endomorphismus ist. Die Bildspra-
cheBg enthélt nach Satz 3.1 aus [T03a] hochstegns 1)*+ 1 Elemente. Aus Lemma 2.9
und Folgerung 2.11 schlieRt man, d&& ebenfalls hochster(g + 1)% + 1 Elemente ent-
halt.

3.3. Satz:Jedes langenkontrahierend®0L-SystentG = (A, { h1,...,hn },w), Wobei je-
der Endomorphismuk; (i = 1,...,m) ein (0, x)-Endomorphismus ist, erzeugt eine end-
liche BildspracheB. Sie enthélt hochsterig + 1)* + 1 Elemente:

|Bg| < (p+1)*+1< oo.

Die folgenden Uberlegungen zeigen, daR diese Schranke auch angenommen wird. Es sei
G = (A,{h},ruld) ein sTOL-System, wobeh ein (O, )-Endomorphismus mit
W({r}) = {udw ™| j=0,.. 20 i=max{0j—pu}, .. min{uj}},
h({u})={rir = j=0,....2u i = max{0,j —u},....min{ .5} },
h({1}) =h({d}) ={X}

sei. Damit reprasentieren die Ableitungen vamndw alle méglichen Bilder. Dies sei fur
1 = 2 am Beispiel: verdeutlicht. Die Menge der Ableitungen besteht aus

A, lr, rl, l27“2, rlzr, 7“212, rl3r2, 7“2[37’, r2[4y2
bei j=0, j=1, j=2, j=3, j=4;

die zugehdrigen Bilder sind

®1 ) 1 ) b ] ) 1

wobei die Nullpunkte umrandet sind. Es gibt kein Wort, welches Ableitungwonittels
eines(0,2)-Endomorphismus ist und ein anderes Bild erzeugt. Die Anzahl der Ableitun-
gen vonr undu betragt jeweils ;. + 1)2; damit hat das Axiomuld auf der ersten Stufe
genau(y + 1)* Ableitungen, von denen keine zwei gleiche Bilder beschreiben. Da das
Bild des Axioms nicht unter denen der Ableitungen auftritt, erzeugt@as-SystemG
mindesteng . + 1)* + 1 Bilder. Nach Satz 3.3 erzeugt héchstens. + 1)* + 1 Bilder,
woraus folgt, day genau(y. + 1)* + 1 Bilder erzeugt.
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3.2. Langenexpandierende Ketten-Code-Bild-Systeme

Es seiG = (A, h,w) ein langenexpandierend€B0L-System mith = { hq, ..., hy, }, dann

ist mindestens einer der Endomorphismigniangenexpandierend; ohne Beschrankung
der Allgemeinheit sei dies etwa. Daher ist dasOL-Untersystent/ = (A, h1,w) langen-
expandierend. In [TO3a] wurde gezeigt, dal3 die Bildsprache jedes langenexpandierenden
sOL-Systems unendlich ist. Da die véherzeugte Bildsprache eine Teilmenge der ¢bn
erzeugten ist (Folg. 2.6), ist auch die Bildsprache «¥&X_-Systems~ unendlich.

3.4. Satz:Jedes langenexpandierendE)L-System erzeugt eine unendliche Bildsprache.

3.3. Langenkonstante Ketten-Code-Bild-Systeme

LangenkonstanteDTOL-Systeme und langenkonstarté.-Systeme kdnnen sowohl end-
liche als auch unendliche Bildsprachen erzeugen. Da sie SpezialfalldobrSystemen

sind, kdnnen auch langenkonstasT®L-Systeme endliche und unendliche Bildsprachen
erzeugen. In diesem Abschnitt werden Kriterien hergeleitet, anhand derer entschieden
werden kann, ob eisTOL-System eine endliche Bildsprache erzeugt oder nicht.

Es seierny = { g1,...,9x } eine endliche, nichtleere Menge v 1.)-Endomorphismen

undh = { hs,...,h, } eine endliche, nichtleere Menge v@h ;.)-Endomorphismen. Die
Vereinigung beider Mengen s¢i = g U h. Desweiteren seG = (A, f,w) ein sTOL-
System. Die Untersuchungen an deterministischen, einfach-nichtdeterministischen und
deterministisch-tabellierten Systemen ([T02], [TO3a], [TO3b]) legen folgende Vermutung
nahe: Die vorG erzeugte BildsprachB ist genau dann endlich, wenn fir jeden Buch-
stabenr € [f2({w})], der in einer zweiten Ableitung van auftritt, die ersten drei Ablei-
tungen vonr mittels der langenkonstanten Endmorphismen/alkisine andere:-Kante
als(o,x) liefern:

Bl < 0o = Ve e [FP{w D]t oz = oh({z}) = [oh*({2}) = [:h°{ ).

Angenommen, es gibt einen Buchstahea [f%({w })] in einer zweiten Ableitung von
w und eine Ableitungsstufec { 1,2 3}, so daf bel-maligem Ableiten vorx: eine neue
z-Kante entsteht:

3z € [fP{wD] e {1,238} [loa # k' ({2 }).

Nach Folg. 3.1 gilt fir jedé-te Ableitungz") € h!({ z }) mittels langenkonstanter Endo-
morphismen die Gleichung

21 (0) = vy,
also tritt der Buchstabe auch in jeder Ableitung!) auf. Die Kantenmengg, = besteht

aus der Kantdo,z). In der Kantenmenge dérten Ableitungeni!({z}) gibt es laut
\Voraussetzung eine anderekante:(q,z) € ||.h'({z }) mit q # o.
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Es seiz") € h!({z}) einel-te Ableitung vonz. Da der Buchstabe im Wort z(!) auftritt,
gibt es zwei Wortek, x, so dafd

2D =%2% und X(o)=gq

gilt. Beim-maligen Ableiten von:(!) mittels langenkonstanter Endomorphismen entsteht
ein Wortz(?) =30 5 ¢ 3% mit

D en'{x}) und XD enl({x}).

Daher ist das Wort(?) eine 2-te Ableitung vonz: (%) € (h)2({ #}) € hZ%({z }). Nach
Folgerung 2.2 aus [T02] und 3.1 gilt

XDR)(0) =xV(0) +x(0) =%(0) +X(0) = 2q.

Daher ist die Kanté2q, =) Element vor|,.z(?). Allgemein gilt: Durchni-maliges Ablei-
ten vonz entsteht ein Wort

2 = (=11 . ) g 2 xx0 .. x((n=DD)
mit y() € hF({y}) firy € {X, X} undk = 1,...,n— 1. Analog zu oben gilt

(ng,z) € o2,
Daz in einer zweiten Ableitung des Axiomsauftritt, gibt es vonw eine zweite Ableitung

w=wzwe f2{w}).

Mit je einer (nl)-ten Ableitungw(™) e h"({w}) undw(™) e h"'({W}) ist das Wort
w() = {7 () eine(nl)-te Ableitung vonw:

w™ e i ({w}).
Fir die Kantenmenge var(™) gilt

Iw) = [ U 7" ©) g ) | @) (0) gy n) ([T02], Folg. 2.4)
= WD U ||V g () || (W) (o) () (Folg. 3.2)

Da(nq,z) € ||,z fiir allen € N gilt, folgt (ng+w(0),z) € ||*©®z(™) also auch
(ng+w(o),z) € [|w.

Damit gehoért fir jedes € N der Punking 4+ w(o) zur Knotenmenge vow("):
ng+w(o) € ow™,
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Das Wortw(") ist eine(nl)-te Ableitung einer zweiten Ableitung des Axioms, also eine
(nl + 2)-te Ableitung des Axioms:

W(nl) c f”HZ({w}).
Daher gilt fur die Knotenmenge

ow™ e {ovlve A({w)) |
bzw.

{owr}c{ovive 2wl |,

woraus fiur die Vereinigung tber alle Ableitungsstufea N die Inklusion
{ow nentc{ovive f2({w})nen}

folgt. Die Menge{ Gv |v € f"*2({w}),n € N} ist Teilmenge von
{ovive f"{w}),neNo}.

Dagq vom Nullpunkt verschieden ist, gibt es unendlich viele Knotgr-w(o) mitn € N.
Fiir jedes: ist die Knotenmengew™) endlich, folglich gibt es unendlich viele Knoten-
mengen:

H@W(”l) |n€NH = 00.

Aus der Inklusion
{ew | neN} € {ev|ve f({w)).neNo)

folgt die Unendlichkeit des Mengensystems aller abgeleiteten Knotenmengen:
{ov|ve f"{w}),neNo}| = oo.

Wenn sich zwei Knotenmengebu, ©v unterscheiden, so sind auch die entsprechenden
Bilder verschiedenp(u) # p(v). Daher ist auch die Bildspractig; unendlich:

|Bal = Hp(v)[ve f"({w}),ne€No}| = oo.

Mittels Kontraposition ist ein Teil der oben vermuteten Aquivalenz bewiesen. Dieses Er-
gebnis beinhaltet das folgende Lemma.

3.5. Lemma:Wenn die vordr erzeugte Bildsprach8 endlich ist, dann liefern fir jeden
Buchstabem: € [f?({w})], der in einer zweiten Ableitung venauftritt, die ersten drei
Ableitungen von: mittels der langenkonstanten Endmorphismen /alkeine anderex-
Kante als(o,x):

|Ba| < 0o = Va e [fA{wD)]: oz = [oh({2}) = -0 ({2 }) = [h°({ 2 }).
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Es gelte nun fur alle Buchstabenn einer zweiten Ableitung des Axioms:

oz = lloh({z}) = loh*({ 2 }) = [l.h*({ 2 }).

Zunéachst wird gezeigt, dald beim Ableiten, nachdem bereits zweimal abgeleitet wurde,
kein Buchstabe erstmals erzeugt wird.

3.6. Lemma: Jeder Buchstabe in einer beliebigen Ableitung des Axioms tritt bereits in
einer zweiten Ableitung auf:

Yw e AVn e No: [f"({w}h)] € [FA({w})].

Beweis:Mindestens einer der Endomorhismen gust langenkonstant. Daher gilt nach
Folgerung 3.1 fir alle Buchstabens A

zelf({z})]

und allgemein fur ein Wory € .4* und eine Ableitungsstufe € Ng

[ ({wh] € [ w ],

womit bereits ein Teil der Behauptung gezeigt ist:

[MAwh] € P2 ({wh)] farn=2.

Mittels vollstandiger Induktion Uber die Ableitungsstufe kann man zeigen, dal3 sich die
Buchstabenmenge nicht mehr andert, wenn sie in einem Ableitungsschritt unverandert

bleibt: Wenn[f™({w })] = [f"*1({w})], so gilt auch f*({w})] = [f*T*({w})] fur alle
k € N. Dies wird nun benutzt, um die Inklusion

[ {w ] < 2w )]

flr n > 2 zu zeigen. Es sai € [w] ein Buchstabe im Axiorw. Die folgenden Fallunter-
schiede sind durch die Synchronisationsbedingungen begrindet.

k
1. Ulgi({z})] = 0. Alle langenkontrahierenden Endomorphismen bildeauf das
=1

Leerwort ab:
g({zH)={\} (i=1..k).
Damit gilt
Fe D) = Ui )]
=1

Fur die Buchstabenmengen beim Ableiten mittels der langenkonstanten Endomor-
phismen gibt es vier Maglichkeiten.
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(@) U[ i{z ] ={z}.

Fur alle langenkonstanten Endomorphismegilt 2;({x }) = {z }.

In diesem Falle giltf/"({x}) = { X,z } fur alle n 2 1. Daher besteht die er-
zeugte Buchstabenmenge in jedem Ableitungsschritt aus dem Buchstaben
[f"({z})] ={«}. Also gilt insbesondere

Pz =1"{z})]
fur n>2.

(b) U[h({ Pl={=z}.

In dlesem Falle gilt

({2 )= U ({z})] UU ={z,zuJm{z})]

i=1 i=1
Es werden zwei Falle unterschieden:
i. Durch den Buchstabenentstehen keine neuen Buchstaben, also gilt

m

Uhi{zh] € {=2}.

i=1
Damit gilt [f2({ = })] = [f({ # })] und fur alle Ableitungsstufen > 2 folgt
f{zD] ="z )] ={z2}.

ii. Der Buchstaber Tiefert einen neuen I;nuchstaben. Dann enstehemnd
7+ gleichzeitig, also gilt{ «+, 2" } < U [hi({7})]. Daraus folgt fiir alle
Ableitungsstufem > 2 121

ICEDNIEEEDIE
Damit ist auch in diesem Falle die Gleichung
IRCEDIEIE(ED)
fur n > 2 erfullt.

@)uru Pl = {z,at 7" }.

In dlesem Falle gilt

CS

FP{a = Uhi{= v

=1 =

hi({ 2z DU U 7 1)
i=1

3 |

{xxLkaJququDuumafinu
=1
Es werden wieder zwei Falle unterschieden:
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i. Ausz' undz' entsteht kein neuer Buchstabe. Dann gilt

2D =[f{z})]

und fur alle Ableitungsstufen > 2 folgt
P =1 Qe = {2t}

i. Ausz' undz' entsteht ein neuer Buchstabe. Dies kanrnsein. Folglich
gilt fur alle Ableitungsstufem > 2

PP =["{z})] = A
Auch hier gilt firn > 2

IRCEEATEtE)!
@ Dhill=)]=A

Dann gilt auch firr alle weiteren Ableitungen

Uz pI=1" (el = A

2. ij lg:({z})] = {«t, 2 }. Damit gilt
=1

el = Uitz pjof 7).

=1

Fir die Buchstabenmengen beim Ableiten mittels der langenkonstanten Endomor-
phismen gibt es vier Mdglichkeiten.

@ Ulhi({x})] = {«}. Dannistlf({})] = { w0t ).
Folglich gilt

AUz = pIulf et PDIulf({ e })]
={zata JUlf({=" DIulF{a" ).

Nun gibt es zwei Moglichkeiten:

i. Es entsteht kein::z ¢ [f2({z})]. Dann gilt[f({z})] = [f?({z})] und
damit auch

e D] =1"{z D]

fur alle weiteren Ableitungsstufen.

23



i. Es entsteht eir. Dann ist[f%({z})] = A, und es gilt fur alle weiteren
Ableitungen

Ee D= "2 )] =

Somit gilt in diesem Falle ebenfalls fir> 2
PN =1"{ = })].
®) Uhi({z))] = {,z}. Damitist[f({z})] = A, und es gilt fim > 2
i=1

[P ="z )] =
(c) U[ i({z})] = {z,zz" }. Damitist[f({z})] = {z,2, 2" } und es gibt

zwel Falle:
i. Esentstehtkein:z ¢ [f2({z})]. Dann gilt[f2({ = })] = [f({ 2 })] und fur

alle weiteren Ableitungen
/el = {3
ii. Es entsteht ein:z € [f2({«})]. Dann gilt[f2({z})] = A und fiir alle
weiteren Ableitungen
"z Pl =

In beiden Fallen erhalt man fir> 2
TRCEEECERIE
(d) G [hi({x})] = A. In diesem Falle gilff ({ = })] = .A und somit ist auch
i=1

FRSEDIE
fur allen > 2.

In jedem Falle stimmt fur jede Ableitungsstufe> 2 die Buchstabenmendg¢” ({ = })]
mit [f2({=})] Uberein. Fiir eine Ableitungsstufe > 2 und ein beliebiges Wony =
w1 -+ -wj gilt dann

" Ew D] =" Ewed) - " {wi })]

[T {wi HIV--- V[ ({wi })]
({wi DIV U2 ({w )]

fz({wl}) A}

FA{w})].

Damit ist gezeigt, dal} jeder Uberhaupt auftretende Buchstabe bereits in einer zweiten
Ableitung vorkommt. Dies besagt gerade die Behauptung. %
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Damit gilt die Bedingung
lex = lloh({2}) = l.P*({}) = [h°({=})

fur alle Buchstabemr, die durch Ableiten des Axioms entstehen und nicht nur fir jene,
die bei zweimaligem Ableiten entstehen.

Als néachstes wird gezeigt, wie sich die Kantenmenge auf einer Ableitungsstufe mittels
der Kanten vorigerer Ableitungen darstellen laft.

3.7. Folgerung:Fur die Kantenmengegh' ({ w }) zu dem-ten Ableitungen eines Wortes
w e A" gilt

I {wh = J 1" {=}).

(q,)€lw

Beweis:Es seiw € A'. Die Kantenmenge setzt sich wie folgt zusammen:
w= [ w0 T,

Fur die Kantenmengen der Ableitungen gilt
[P ({w}) = ([P ({we---wi })

= B ({w DA ({w2 }) - " ({wr })
= IR ({ w1 P UTEOR {wp ) U U [T30R({w ) (Folg. 3.1)

= U II""{=}),

(q,7)€llw

was die Behauptung besagt. %

Es seiw € A* ein beliebiges Wort. Folgerung 3.7 gilt insbesondere fur jedes Wort einer
Ableitungsstufej € No:

vjeNoWye({whVieN: [h'({y}) = [J I%'({z}).
(@)elly

Daraus folgt

vjeNo¥ieN: |J [Ir({yh= U (U “hi({w}))
(

yeh/ ({w}) yeh! ({w}) \(a.z)€lly

Zum einen gilt fir jedeg € Noundi € N

U ( U |qhi({fﬂ})) = U "=},
yeh!({w}) \(a.z)elly (0,2) € Ully
yeh! ({w})
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zum anderen besagt die Definition von Kantenmengen zu Wortmengen

IqypH="U Iv bzw. [IW{w}Hh= U Iy

veh'({y}) yehi({w})

Zusammen fuhrt dies zu folgender Aussage:

VjeNoVieN: | ( U v) U I"n'({=}),
yehi({w}) \veri({y}) / (q,2)€ Ully
yeh! ({w})

was gleichbedeutend ist mit
VieNoVieN: |JIv = [J I {=z}).
vehti({w})  (ax)€llh({w})
Daraus folgt
VieNoVieN: B ({w}) = |J [%'({z}).
(a,z)€([RI ({w})
Damit wird die Aussage aus Folgerung 3.7 folgendermalfien verallgemeinert.

3.8. Folgerung:Fur die Kantenmengeéh' ({ w }) zu dem-ten Ableitungen eines Wortes
w e A" gilt

I ({wl) = U 19Ri({z}) furi=1,...,n.

(@z)elhm~({w})

Anschaulich gesprochen besagt dies: Die Kantenméfigauf einer Ableitungsstufe
erhalt man aus der Kantenmengg einer niedrigeren Stufg < n, in dem jede ink
auftretende Kante durch alle ihfe — j)-ten Ableitungen ersetzt wird.

Mit der Beziehung

" tqwh = U If({=))
(a.)€ R ({w})

und der Voraussetzungz = ||k ({ = }) schlief3t man aus Folgerung 3.8: Wenn eine Kan-
te (q,x) in der Kantenmenge zu denten Ableitungen# € Np) eines Wortesv aulftritt,
dann gehort sie auch zu den Kantenmengen hdherer Ableitungen:

w R({w}) € [R2({w}) € - SR ({w})E -

Zu jedem Wortw € A, das keine anderen Buchstaben enthélt, als in den zweiten Ablei-
tungen vonw auftreten, seil/;(w) die Menge der Kanten, die in der Kantenmenge einer
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i-ten Ableitung vornw mittels der langenkonstanten Endomorphismen héchstens auftre-
ten. FUrw = wy - - -w; gilt analog zu Kantenmengen
i

M;(w) = Mi(wr) UM (wp) U+ UM (),

7

wobei M (x) ausM;(x) durch Verschieben der Kanten unentsteht. Fiit = 0 und einen
Buchstaben: gilt M;(x) = Mo(x) = ||x = { (0,2) }. Aus der Synchronisationsbedingung

[z’ < po,1,050] U0, 0,]

fUr eine Ableitungr’ von x mittels eineq1, ;1)-Endomorphismus ausfolgt furr die Kno-
tenmengeoz’

oz’ € {av, a0, +v, |a€eZund —pSaspu}.
Da ausr keine andere-Kante entsteht, gilt fun/; (x)

Mi(z) = (Q&UwJ_,I'L),(OéUwJ_ —|—Ux,xl),
P70 (avzn, 75, (a2 +0,,75)

aEZund—ufafu—l}
U{(av, +bg,2)|acZund—pSaSpu}.

Dies sei fUrr = u veranschaulicht:
(_,ua 1) (07 1) (:ual)

(_:ua 0) Y (:ua 0)
Die Kanten aus\/;(x) liefern beim Ableiten keine neue-Kante. Auch liefern sie keine
neuez-Kante, da diese mit einer neuerKante einhergehen wiirde. Somit kdnnen beim

Ableiten hochstens neue-- und z1-Kanten entstehen — und zwar ausschlieRlich aus
z-Kanten voni/;(z). Damit gilt fir die MengeMz(x)

(o L,xL),(aU L‘i‘Ux,l'J'), < <
Mo(z) = el z v Zund —2u<a<2u—1
2() { (av1,75), (v +og,at) | C 7Y d—2p=a=2u

U{(av, +bg,2)|acZund—pSaSpu}.

Furz = u ergibt sich folgende Darstellung:

(—Z/ﬁ 1) (_u7 1) (07 1) (M?l) (2M71)

e —— < s P

(=21,0) (w0 o (10)  (2u,0)

Wenn inM3(x) eine Kante existiert, die nicht il/2(x) vorkommt, so stammt sie von ei-
ner Kante aus/,(z), die nicht in)M(x) liegt. Da diez- undz1-Kanten, die inM>(z)
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erstmalig auftreten, aus-Kanten und diese wiederum aus deKante hervorgehen, er-
zeugen sie ihrerseits weder newtenoch neuer-Kanten. Somit liefern sie auch keine
neuenz- oder z*-Kanten. Folglich stimmt\/3(z) mit M(z) tUberein. Da inMz(z)
keine Kanten auftreten, die il/>(x) nicht vorkommen, entsteht auch spéater keine neue
Kante: Fir alle Ableitungsstufen= 2 stimmt, (z) mit My(x) Uberein. DaVfy(z) und

M (z) in M>(z) eingeschlossen sind, gilt fur alle Ableitungsstufea No:

My, (x) € Ma(zx).

Jede Mengé/, (x) besteht aus den Kanten, die beinaligem Ableiten vor: hdchstens
entstehen. Daher gilt fur alke € Ny

1" ({2 }) € Mn(2),

woraus mit der vorigen Inklusion
["({})  Ma(x)

folgt. Allgemein gilt fiir ein Wortw € A’, das keine anderen Buchstaben enthalt als die
zweiten Ableitungen vow, und alle Ableitungsstufen € Ny

IR ({w ) =[h™ ({wr ) UIPEOR L wp ) U U [P0 R ({ag })

€ Ma(w1) UMIE® (wp) U+ U M=) (),
=M>(w).
Da die Mengel/>(w) fiir jedes Wortw endlich ist, gibt es nur endlich viele Teilmengen.

Daraus folgt, daf fuir ein beliebiges Werthur endlich viele der Mengej" ({ w }) mit
n € Ng verschieden sind:

Yw: [{||h"({w}) | neNg}| < oo.

Es seien im folgenden drei Mengensysteme von Kantenmengen definiert, die sich auf
das Axiomw beziehen. Sie werden Kantensysteme genannt undsmitk, und &,
bezeichnet. Dabei bestelg, aus jenen Kantenmengen, die durch Zusammenlegen aller
Kantenmengen von Ableitungen einer Stufe mittels langenkonstanter Endomorphismen
entstehen:

Kp={[[h"{w})|neNo}.

Das Kantensysteri, bestehe aus jenen Kantenmengen, die durch Zusammenlegen aller
Kantenmengen von Ableitungen einer Stufe entstehen, wobei der zuletzt angewendete
Endomorphismus ein langenkontrahierender ist:

Ky ={l(f"eg){w})[meNo}.
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Die Kantenmengen, die durch Zusammenlegen aller Kantenmengen von Ableitungen ei-
ner Stufe entstehen, bei denen mindestens einmal ein langenkontrahierender Endomor-
phismus angewendet wird, seien in der Merigezusammengefal3t:

Ky ={l(fMogoh™)({w})[n,meNo}.

Das Kantensystenk;, ist ein Mengensystem von Teilmengen der Mendg(w). Da
M>(w) endlich ist, ist es auck;:

‘Kh’ < Q.

Jede Kantenmeng§ f™ o g)({w }) aus K, laBt sich darstellen algg(f™({w})), was
gleichbedeutend ist mit

k
Ullgi(r"{w})
i—1

und dies wiederum mit
k
U (U ||gz-<{w}>> .
wefm({w}) \i=1
Aus der Definition von langenkontrahierenden Endomorphismen folgt f&rwy - - - wy
undi=1,... k:
lgi{w}) =llgil{wi ) Ullgil{wa})U--- Ul gi({wi })
= U la({=}).

zE[W]

Zusammen ergibt sich mit Lemma 3.6

i=1 \ze[fm({w z€[f2({w})]

k
(fmog)({w})U( U gz-({l“})) U lls{z}).
Dl

Folglich liegen alle Kanten auf folgendem Kreuz:

(0, 12)

0

(07 7/")
Da es nur endlich viele , Teilkreuze® gibt, ist das Kantensysfémendlich:
|K,| < 0.
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Jede Kantenmendg /™ ogoh™)({w }) l&Rt sich darstellen algv" ((f™og)({w })) oder
U I2"{w)).
we(fmog)({w})

Es seieru, v zwei Worter mit Gbereinstimmenden Kantenmengen. Nach Folgerung 3.8
ergibt sich fur die Kantenmengen detten Ableitungen

I"{vh="U I"n"({=})

(9,2)€llv

= U I"{=})

(a.2)€]u
=[A"({u}).

Haben zwei Worter Gibereinstimmende Kantenmengen, so stimmen auch die Kantenmen-
gen der Ableitungen tberein. Folglich gilt

I(fmogerm({wh = U In"{vh e U Malv

[ve Ky [ve Ky

Da M>(v) fur alle Worterv, deren Kantenmenge 7k, gehort, undi, endlich sind, ist
auch die Vereinigung

V= J Mv)

lve K,

endlich. Jedes Element vadkK, ist eine Teilmenge voiy. Da die Mengel” endlich ist,
gibt es hochstens endlich viele Teilmengen davon; also enthditichstens endlich viele
Elemente.

Fur jede Ableitungsstufe € Ny gilt

"o = U lw

wehm({w})

und A" ({w }) ist endlich. Damit folgt aus der Endlichkeit vdi;, die Endlichkeit der
Menge

Kp={llw|wehn"({w}),neNo}.
Ebenso gilt firm,n € Ng

[(f™egoh™)({w}) = U [lw
we(fmogohm)({w})

und(f™ogoh™)({w}) ist endlich. Aus der Endlichkeit voi, folgt damit die Endlich-
keit der Menge

Kg={lw|we (f"ogoh™)({w}),mneNo}.
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Das Mengensystemk; aller Kantenmengen zu Wortern, die durGherzeugt werden,
setzt sich aug(; und K; zusammen:

Kg={llw|we f"({w}),n € No}
=K, UK.

Folglich ist K endlich. Damit ist auch die Bildmenge; endlich, womit das folgende
Lemma bewiesen ist.

3.9. Lemma: Wenn fiir jeden Buchstabenc [f2({w })], der in einer zweiten Ableitung
vonw auftritt, die ersten drei Ableitungen vanmittels der langenkonstanten Endmor-
phismen aus keine anderer-Kante als(o,x) liefern, dann ist die vori- erzeugte Bild-
spracheB endlich:

Vo € [fP{w ] ler = l-h({2}) = [h2({2}) = [h*{2}) = | Ba| < oo,

Dieses Lemma stellt den zweiten Teil der eingangs vermuteten Aquivalenz dar, so daf3 mit
Lemma 3.5 die Vermutung bestatigt ist. Der folgende Satz fal3t dieses Ergebnis zusam-
men.

3.10. Satz:Die vonG erzeugte Bildsprach& ist genau dann endlich, wenn fur jeden
Buchstaben: € [f?({w})], der in einer zweiten Ableitung vanauftritt, die ersten drei
Ableitungen von: mittels der langenkonstanten Endmorphismen /alkeine anderex-
Kante als(o, x) liefern:

Bl < oo = vr e [FP{w})]: lar = h({2}) = [h* ({2 }) = k({2 }).

Damit ist gezeigt, wie man zu einem langenkonstastEil-System entscheiden kann,
ob es eine endliche Bildsprache erzeugt oder nicht.

4. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden synchrone, tabellierte Ketten-Code-Bild-Systeme Uber
dem Alphabef r,u,l,d } hinsichtlich der Endlichkeit der von ihnen erzeugten Bildspra-
chen untersucht.

Die Untersuchungen beruhen auf einer Abstrahierungshierarchie aus [T02]. Es wird nach-
gewiesen, dald es entscheidbar ist, ob ein synchrones, tabelliertes Ketten-Code-Bild-Sy-
stem eine endliche oder unendliche Bildsprache erzeugt.

Solche Ketten-Code-Bild-Systeme werden in lAngenkontrahierende, -konstante und -ex-
pandierende Systeme eingeteilt. LA&ngenkontrahierende Ketten-Code-Bild-Systeme erzeu-
gen eine endliche, langenexpandierende eine unendliche Bildsprache. Bei langenkonstan-
ten Ketten-Code-Bild-Systemen gibt es sowohl Systeme, die eine endliche Bildsprache
liefern, als auch solche, die eine unendliche Bildsprache erzeugen. Mittels einer notwen-
digen und hinreichenden Bedingung kann nach dreimaligem Ableiten des Startwortes die
Endlichkeit bzw. Unendlichkeit entschieden werden.
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