1.

Zentrale Aufgaben der Bildverarbeitung liegen beim Beschreiben, Erzeugen, Speichern
und Erkennen von Bildern. Mit Ketten-Codes lieferte FREEMAN in den 60er Jahren eine
Beschreibungsmoglichkeit fiir Strichgraphiken [Fre74]. Dabei entsteht ein Bild durch eine
Folge von Zeichenbewegungen, die durch Symbole (Buchstaben) représentiert sind. Ein
Wort beschreibt ein Bild, das durch Nacheinanderausfithrung der Zeichenschritte seiner
Buchstaben entsteht. FREEMAN benutzt ein achtelementiges Alphabet {0,...,7 }, dessen
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Zusammenfassung

Ketten-Code-Bild-Systeme sind LINDENMAYER-Systeme iiber einem speziellen

Alphabet. Die erzeugten Worter werden als Bilder interpretiert. Dies fiihrt zu Ketten-
Code-Bildsprachen. In der vorliegenden Arbeit werden synchrone, deterministische
Ketten-Code-Bild-Systeme (sDOL-Systeme) in Hinsicht auf die Endlichkeit der von
ihnen erzeugten Bildsprachen untersucht.
Zunichst wird eine Abstrahierungshierarchie entwickelt, in der die Interpretation ei-
nes Wortes als Bild einen mehrstufigen Prozef3 durchlduft. Anhand dieser Hierarchie
wird ein Algorithmus aufgestellt, der in polynomialer Zeit die Endlichkeit oder Un-
endlichkeit eines beliebigen sDOL-Systems feststellt.

Einleitung

Elemente entsprechend folgender Skizze interpretiert werden:



7 Zum Beispiel entsteht das nebenstehende Bild
2 aus dem Wort 1261204153445672606:

5 14 (Beim Nachvollziehen beginne man an der Nasenspitze.)

Dieser Zusammenhang von Wortern und Bildern legt es nahe, Beziehungen zwischen
formalen Sprachen und Bildmengen zu suchen. Fiir sprachentheoretische Betrachtungen
geniigen die vier Richtungen {0,2,4,6}, da die restlichen vier keine andersartigen Re-
sultate liefern und keine anderen Beweismethoden erfordern [DHi89].

In Anlehnung an Plotter-Befehle schreibt man r, u, [, d fiir die Richtungen right, up, left,
down. Mittels Ketten-Codes lassen sich Muster — wie Kurven, Fraktale oder Folkloremu-
ster — beschreiben:

Abbildung 1: Anwendungen von Ketten-Codes

Ketten-Code-Bild-Systeme sind LINDENMAYER-Systeme iiber Ketten-Codes; in diesem
Zusammenhang interessieren die generierten/generierbaren Bildsprachen.

Die vorliegende Arbeit schlieft an Untersuchungen zur Entscheidbarkeit der Endlich-
keit von Bildsprachen synchroner Ketten-Code-Bild-Systeme (sTOL-Systeme) an, die von
Dassow und Hromkovic¢ in [DHr92] présentiert wurden. Jene Arbeit sagt nichts dariiber
aus, wie viele Bilder im endlichen Falle erzeugt werden. Wihrend des Arbeitens an die-
sem Thema stellte sich heraus, dal} es unter synchronen, deterministischen Ketten-Code-
Bild-Systemen mit dem Synchronisationsparameter k£ = 1 sowohl solche mit endlicher als
auch solche mit unendlicher Bildsprache gibt. Dies steht im Gegensatz zu einer Aussage
in [DHr92].

In der vorliegenden Arbeit werden Bedingungen hergeleitet, anhand derer entschieden
werden kann, ob ein solches System eine endliche oder eine unendliche Bildsprache er-
zeugt. Dafiir wurde eine Hierarchie entwickelt, in der die Interpretation eines Wortes als
Bild einen mehrstufigen Abstrahierungsprozel3 durchliuft.

Auf dieser Grundlage wird ein vollstindiges System von Endlichkeitsbedingungen ange-
geben, das einen Algorithmus liefert, der zu einem beliebigen synchronen, deterministi-
schen Ketten-Code-Bild-System (mit beliebigem Synchronisationsparameter) in polyno-
mieller Zeit entscheidet, ob die erzeugte Bildsprache endlich oder unendlich ist und wie
viele Bilder im endlichen Falle hochstens erzeugt werden.
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2. Grundlagen

Die Endlichkeitsuntersuchungen zu Bildsprachen synchroner, deterministischer Ketten-
Code-Bild-Systeme beruhen auf einer Abstrahierungshierarchie. Die unterste Schicht bil-
den Worter tiber dem Alphabet A = {r,l,u,d }. Ihnen sind Graphen unterschiedlich ho-
her Abstraktion zugeordnet, die verschiedene Interpretationen der Worter darstellen. Zu
jedem Ketten-Code-Bild-System iiber dem Alphabet A existiert eine solche Hierarchie.
Die unterste Ebene umfalit jeweils die von dem System erzeugte Wortmenge. Die zuge-
ordnete Graphenmenge der obersten Schicht wird als generierte Bildsprache des Systems
betrachtet.

2.1. Strukturen iiber einem Alphabet

Es sei A = {r,l,u,d} ein Alphabet. Die Menge .A* aller endlichen Zeichenketten iiber
dem Alphabet A umfafit jene Worter, die durch Aneinanderreihung (Konkatenation) von
Buchstaben aus A entstehen. Mit A sei das Leerwort symbolisiert, mit A+ die Menge A*
ohne Leerwort: AT = A*\ {\}. Die freie Struktur (A*,-) tiber dem Alphabet .4 mit der
Operation der Konkatenation - ist ein Monoid.

Die Linge #w eines Wortes w ist die Anzahl der Buchstaben in w. Die Menge aller Worter
aus A* mit der Linge n sei mit A" bezeichnet. Ein Wort w € A" sei, wenn nicht anders
angegeben, aus Buchstaben wy,...,w, zusammengesetzt: w = wj - - - w,,. In diesem Zu-
sammenhang bezeichnet w; das Teilwort wy ---w; fir i =0, ...,n (W = ).

Zu einem Wort w € A" und einem Buchstaben x € A sei #,w die Anzahl der Vorkommen
von z in w. Zu einem Wort w € A* sei [w]| die Menge der in w auftretenden Buchstaben:

w)={z|#w=1}.
Mit den Elementen aus A* seien Abbildungen auf dem Z? assoziiert:
w:iZ? — 7 (we A%).
Die atomaren Abbildungen r, [, u, d ordnen einem Punkt q € 72 seine Nachbarn zu:

r(q) = q-+(1,0) I(q9) = q—(1,0)
u(q) = q+(0,1) digq) = q—(0,1)"

(Die Funktionsnamen r, l, u, d stammen von den Richtungen right, left, up, down.)

Die Verschiebungen z(q) — q eines beliebigen Punktes q € Z? zu seinen Nachbarn z(q)
seien mit v, € Z? bezeichnet:

(1,0), fallsz=r
o, — (—1,0), fallsz=1
) (0,1), fallsz=wu ’

(0,—1), fallsxz=d



Die Abbildungen = aus A sind Translationen. Jede Abbildung x € A ist surjektiv (der
Wertebereich stimmt mit Z? iiberein), injektiv (aus z(p) = z(q) folgt stets p = q) und
damit bijektiv (umkehrbar eindeutig).

Zwei beliebige Abbildungen x,y heilen disjunkt, wenn ihre Funktionswerte fiir jedes
Argument verschieden sind.

2.1. Folgerung: Jeweils zwei verschiedene Abbildungen x,y € A, (x #y), liefern niemals
denselben Nachbarn: ¥q € Z* : 2(q) # y(q). Das bedeutet, daf3 die Abbildungen in A
paarweise disjunkt sind.

Dem Leerwort entspricht die identische Abbildung
N:Z? — 7% mitqr—q.

Ein zusammengesetztes Wort vw € A* symbolisiert die verkettete Abbildung vow:
vow:Z* — 7> mitq— w(v(q)).

Der Nullpunkt des Z? sei 0 = (0,0).

Die dargelegte Interpretation von Wartern als Abbildungen auf dem Z? ist ein Homomor-
phismus von der freien Struktur (LA*,-) in die freie Struktur (\A*, o). Damit ist (A*,0)
ebenfalls ein Monoid. Zu jeder Abbildung w € A* existiert eine inverse Abbildung w~!
mitw low=wow™! =\

e Die identische Abbildung ist zu sich selbst invers: \™! = ).

e Die Inversen der atomaren Abbildungen sind rl=01'=r,u 'l =d,d'=u

wegen v, = —v,1 (z € A).

e Esseiw=wjo---ow, (w; € A,i=1,...,n) eine verkettete Abbildung. Dann ist

die inverse Abbildung w™! = w;lo---ow .

Somit ist die algebraische Struktur (\A*,0) eine Gruppe.

Der Operator o wird nicht geschrieben, wenn aus dem Zusammenhang hervorgeht, um
welche Operation es sich handelt. So impliziert beispielsweise (x;x2)(0), daB x 1z, die
verkettete Abbildung x| oz, symbolisiert, wohingegen x| z; in [x ;] fiir das zusammen-
gesetzte Wort x5 steht.

Die Abbildungen ru, ur und ld, dl weisen einem Punkt ¢ seine Diagonalnachbarn zu:

ru(q) =wr(q) =q+(1,1); ld(q) =dl(q) =q—(1,1).

Diese Beziehungen werden durch ~ und - gekennzeichnet:

e < S W IR ]

TN A es

S QI s

Die Abbildungen w € A™ sind Translationen, w(p + q) = w(p) + ¢, was mittels vollstin-
diger Induktion iiber n bewiesen werden kann. Dies fiihrt zu folgender Schluflfolgerung.
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2.2. Folgerung: Es seien v, w zwei Worter aus A*. Die Abbildung des Nullpunkts durch
die verkettete Abbildung vow ist (vow)(0) =v(0)+w(o).

Beweis: Die Abbildung des Nullpunkts durch vow liefert

(vow)(o) = w(v(o))
= w(o+v(o))
= w(o)+v(o)

= v(0)+w(o).

2.2. Graphische Einbettung
Ein Graph ist eine Struktur
G = (V,Ry,Ry)

mit einer endlichen Menge V/, einer endlichen Menge R,, von symmetrischen Relationen
und einer endlichen Menge 7, von asymmetrischen Relationen auf V' (s. [Hol02]).
Ein Gittergraph ist ein Graph mit folgenden Eigenschaften:

e Die Knotenmenge ist eine Untermenge des Z?.
e Jede Kante verbindet zwei Nachbarn q € Z? und x(q) fiir ein z € A.

Die Position der Knoten ist wesentlich; ein Umbenennen von Knoten fiihrt im allgemei-
nen nicht zu einem isomorphen Graphen. Beispielsweise sollen die Graphen. . . und |
als verschieden angesehen werden.

Zu jedem Punkt a € Z? gibt es Funktionen, die einem Wort w € A"

e die Knotenmenge ®%(w) = {w;(a) | i=0,...,n},

e den gerichteten Gittergraphen (moglicherweise mit Mehrfachkanten)

g°(w) = (@°(w), { (@ (@), W)}, )

den schlichten gerichteten Gittergraphen s®(w) zu g%(w),
e die Kantenmenge ||*w von s%(w) (in einer anderen Notation)

1% = { (w1 (a),w;) |i=1,...,n}

und das Bild (den Schatten von s%(w))

P (w) = (@%(w), { (wi—i (a), wj(a)), (wi(a),wi{(a)) | i=0,...,n})



zuordnen. Der obere Index kann entfallen, falls sich die Funktionen auf den Nullpunkt
beziehen (a = o).

Die Menge ||*w enthilt ein Paar (g, ) mit q € Z2 und x € A genau dann, wenn (q,z(q))
eine Kante in dem Graphen s%(w) ist (wenn (q,q) eine Kante ist, dann existiert wegen
Folgerung 2.1 genau ein 2 € A mit z(q) = q). Somit ist die Menge ||*w dem Graphen
s%(w) umkehrbar eindeutig zugeordnet.

Das folgende Beispiel soll diese Beziehungen demonstrieren:

2.3. Beispiel: Es sei w = ruullurddrurrulddldr ein Wort aus A*.

Das Ergebnis eines Plotters bei
dieser Folge von elementaren
Zeichenoperationen ist rechts o
dargestellt. 1
In Untersuchungen an Bildsprachen muf3 man auch wissen, wie ein Bild gezeichnet wird.
Um zu kennzeichnen, wie ein Bild entsteht, werden die Einheitsstrecken durch Pfeile mar-
kiert, die die Zeichenrichtung angeben. Zusitzlich sind hier die Gitterpunkte gezeigt (die
einzigen Stellen, an denen sich die Zeichenrichtung @ndern kann). Dies fiihrt zu folgen-
dem Gittergraphen (beginnend im Nullpunkt). Man beachte, da die Strecke von (1,1)
nach oben zweimal gezeichnet wird.

3

2
1
0

-10 1 2 3
Die Knotenmenge ®(w) besteht aus allen besuchten Gitterpunkten: o, 7(0) = (1,0),
ru(o) = (1,1), ruu(o) = (1,2), ruul(o) = (0,2), ..., w(o) = (2,0). Der gerichtete Git-
tergraph ¢%(w) besteht aus der Knotenmenge ®(w) und allen Kanten auf dem ,,Zeichen-
wegs (0,(1,0)), ((1,0),(11), ((L1).(1,2)), oo ((0,1),(1,1)), ((1,1),(1,2)),
((1,2),(2,2)), ..., ((1,0),(2,0)). Die Kante ((1,1),(1,2)) tritt zweimal auf, da beide in
ruullurddrurrulddldr unterstrichenen Buchstaben diese Strecke erzeugen (denn es gilt
ru(o) = (1,1) = ruullurddr(o)). Die Kantenmenge ||w besteht aus allen iiberstrichenen
Kanten in der Form (q,z) anstatt (q,2(q)): (o,7), ((1,0),u), ((1,1),u), ..., ((1,1),d),
((1,0),7). Q©

Die Bilder sind Schatten der schlichten gerichteten Graphen. Das fiihrt zu folgender
SchluBfolgerung.

2.4. Folgerung: Stimmen die Kantenmengen ||°v und ||*w zweier Worter v,w € A* iiber-
ein, so stimmen auch die zugehérigen Bilder p®(v) und p®(w) iiberein.

Beziehungen zwischen dem Aneinanderreihen von Wortern und dem Verkniipfen von
Graphen liefert die ndchste Folgerung.

2.5. Folgerung: Der Aneinanderreihung von Wortern entspricht eine Vereinigung von
Knotenmengen, gerichteten Graphen, Kantenmengen und Bildern: Fiir jeden Punkt a und
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Jje zwei Worter v,w € A* gilt

Ofw) = (W)U (W),
gw) = g Ug" O (w),
IPow = U@

piw) = pr(v)up'(w).

Beweis: Es seien v ein Wort aus A" und w aus A"". Dann gilt fiir die Vereinigung der
Knotenmengen ©%(v) und &"(®) (w)

VMU' (W) = {Bi(a)|i=0,...,n}U{wj(v(a))]|i=0,...,m}
= {a,vi(a),...,v(a),wi(v(a)),...,vw(a) }

= O%ww).

Die Vereinigung der anderen Mengen kann auf @hnliche Weise gezeigt werden. (Man
beachte, dall die nicht-schlichten Graphen moglicherweise Mehrfachkanten enthalten.)

%
Die Mengen
e A* von Wortern,,
e = { g*(w)|we A* ae 7?2 } von gerichteten Graphen,
e S= { w)|we A aeZ? } von schlichten gerichteten Graphen und
o P= {p )| w e A*,a € Z?} von Bildern

bilden unterschiedliche Ebenen einer Abstrahierungshierarchie. Das folgende Diagramm
zeigt einen Ausschnitt:

P: _ o
VAN T

s oy < —
t /N t

g S O —
/ A\ t t t
A*: rllr Irrl ril rirll  r

Abbildung 2: Abstrahierungshierarchie
Ein spiteres Ableiten von Wortern durch simultanes Ersetzen von Buchstaben kann als
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Ableiten von Graphen interpretiert werden, bei dem Kanten durch Graphen ersetzt wer-
den. Bei einem deterministischen System wird ein Buchstabe stets durch das gleiche Wort
ersetzt. Somit wird eine Kante stets durch den gleichen Graphen ersetzt — die Ableitung
einer Kante ist unabhiingig von der Haufigkeit, mit der sie auftritt. Bei einem nichtdeter-
ministischen System kann jedoch ein Buchstabe an einer Stelle durch ein anderes Wort
als der gleiche Buchstabe an einer anderen Stelle ersetzt werden. Daher kann eine Kan-
te, die mehrfach auftritt, (mehrfach) durch unterschiedliche Graphen ersetzt werden —
die Haufigkeit des Auftretens ist wesentlich. Aus diesem Grunde werden Graphen mit
Mehrfachkanten in der Hierarchie belassen, obwohl in dieser Arbeit schlichte Graphen
ausreichen.

Eine Menge R von Punkten in Z? heift Rechteckmenge, wenn es zwei Punkte p, q aus R
gibt, so daf

R:{anz

gilt (also alle und nur die Punkte zwischen p und q zur Menge R gehoren). Ein solches
Rechteck wird durch R = [p, q] beschrieben.
Es seien U, V' zwei Rechteckmengen mit

min{pxa(h} Sag < max{px7Qm} und }
min{py,qy } <ay < max{py,qy}

U={rlu<r<u}, V={r|o<r<v},

wobei die Relation < komponentenweise gemeint ist: a < b <= a; < b; Aay < b,. Dann
gilt fiir den Durchschnitt

CS

< <U}
{uy,v,} <2< min{w,,v, } und }

Unv = {r|lusr<uAp
‘ max{;y,vy} y < min{ u,,v, }

- {

Daraus ergibt sich, da3 der Durchschnitt zweier Rechteckmengen ebenfalls eine Recht-
eckmenge ist.

Die Bildfliche einer Menge S < 72, geschrieben B g, ist die kleinste Rechteckmenge, die
S enthilt. Das Skalieren einer Bildfliche B = [p, q] um einen Faktor s € Ny liefert die
Bildfliche

sB={sr|reB}=][sp,sq]

Die Vereinigung zweier Bildflichen liefert in der Regel keine Rechteckmenge. Eine er-
weiterte Vereinigung zweier Bildflichen soll die Bildflache der Vereinigung sein:

Bx UBy =Bxuy.

Es seien B = [b, b], € = [c,¢] zwei Bildflichen und es gelte ohne Beschriinkung der All-
gemeinheit b < b und ¢ < ¢, dann ist die erweiterte Vereinigung

BUC = [(min{bm,gx},min{ﬁy,gy }) , (max{Ex,Ex } ,max{Ey,Ey })] )
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Zu jedem Punkt a € Z? und Wort w € A* seien|- &, - % 18 =& die Randkoordinaten
der Knoten aus ®%(w):

- =min{z | (z,y) € ©%(w) }, ~w=min{y|(z,y) € ©%(w)},

Iy =max{z|(z,y) € ©%(w)}, cw=max{y | (z,y) € ©%(w)}.
Die Symbole |- und ~1§, stehen fiir die Eckpunkte

Lw =0 W=w): Tl =l w)-

Zu jedem Punkt a € Z? sei [1° eine Funktion, die einem Wort w € A* die Bildfliche der
Knotenmenge ©%(w) zuordnet:

[ (w) = [l W]

Der Index a wird im Falle des Nullpunkts (a = 0) weggelassen.

2.3. Spezielle Endomorphismen

Es seien k, pu zwei natiirliche Zahlen, «, 1 € Ny. Ein Endomorphismus £ auf (A*,-) heiBt
(k, )-Endomorphismus, falls die folgenden Bedingungen fiir alle « € A erfiillt sind:

1. (h(z))(0) = Koy,.
2. H(h(x)) € Klo,05] W o, 0.1
Das folgende Beispiel soll dies veranschaulichen.

2.6. Beispiel: Es sei h ein Endomorphismus auf A* mit r — rdruurdr, | — lulddlul,
u — urulluru und d — dldrrdld. Dann gilt

rdruurdr(o) = 40,420,420, = 4o,

lulddlul(o) = 4v;4+20,+205 = 4y,
urulluru(o) = 4v,+20,+20; = 4o,
didrrdld(o) = 4vg+20,+20, = dvg.

Somit ist die erste Bedingung erfiillt. Die schlichten gerichteten Graphen von A(z) sind:

oj J L(4,0()) (—4,0)~_1 Lo

( ’4) 0

5 N

- .

(Ov _4)




Fiir jeden Punkt = € A gilt: Die Punkte aus ®(h(z)) liegen in dem Rechteck, das durch
die Strecken [0,4v,]| und [v,.1,0.. ]| aufgespannt wird. Daher gilt fiir die Bildfliche

B(h(z)) =4[0,0,]U[o,1,0,1].

Somit ist & ein (4, 1)-Endomorphismus. Die erste Synchronisationsbedingung gibt an, wo
die Endpunkte einer Zeichnung liegen; die zweite bewirkt, dal die Bilder in gewissen
Rechtecken liegen. Q@

Die n-stellige Verkettung eines Endomorphismus h wird kurz A" geschrieben. Angewen-
det auf ein Wort w € A*, liefert sie die n-te Ableitung von w, geschrieben w(™ (W', w”,
w”’ fiir die ersten drei Ableitungen, w(®©) = w). Der Parameter « gibt eine Lingenzinde-
rung beim Ableiten an; im Falle x = 0 heillt der Endomorphismus lingenkontrahierend,
im Falle x = 1 ldngenkonstant und im Falle x > 1 lingenexpandierend. Der Parameter p
ist eine obere Schranke fiir die Breitenidnderung beim Ableiten.

2.4. Ketten-Code-Bild-Systeme

Ein synchrones, deterministisches, kontextfreies Ketten-Code-Bild-System (kurz sDOL-
System) ist ein Tripel

G=(Ahw)

mit dem Alphabet A = {r,[,u,d}, einem (k,x)-Endomorphismus A auf (A*,-) und ei-
nem nichtleeren Startwort (Axiom) w € A™.

Die von einem sDOL-System G erzeugte Bildsprache B ist die Menge aller Bilder von
Ableitungen des Axioms w:

BG:{p(w(")) |n€No}.

Ein sDOL-System heif3t lingenkontrahierend (-konstant, -expandierend), wenn der zu-
grundeliegende (k, ;1)-Endomorphismus diese Eigenschaft hat.

3. Endlichkeitsuntersuchungen

Bei Aufgaben, in denen Ketten-Code-Bild-Systeme eine Rolle spielen, muf} geklart wer-
den, ob ein gegebenes System eine endliche oder unendliche Bildmenge erzeugt oder
welche Systeme Bildmengen mit gewissen Eigenschaften erzeugen.

In diesem Abschnitt werden Bedingungen hergeleitet, anhand derer entschieden werden
kann, ob ein sDOL-System eine endliche Bildmenge erzeugt oder nicht.

Es sei G = (A, h,w) ein sDOL-System mit einem (&, +)-Endomorphismus h. Die n-te Ab-
leitung (n € N) eines Buchstaben x € A bildet den Nullpunkt o auf den Punkt x"v, ab:
x(")(o) = k"v,. Dies kann mittels vollstindiger Induktion iiber n gezeigt werden. Aus
der ersten Synchronisationsbedingung folgt desweiteren, dal3

7' (0) = Kby + oy + coz +do, 1 +dosL
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fiir zwei natiirliche Zahlen ¢ und d gilt. Daraus folgt, daB 2 und Z* gleich hiufig in der
Ableitung z’ auftreten, und die Anzahl der Vorkommen von z um x groRer ist, als die
von Z. Diese Beobachtungen werden in der nichsten Folgerung zusammengefalt.

3.1. Folgerung: Fiir alle x € A gilt

1. 2™ (0) = k™v, fiirn €N,
2. #,0 = k+#z7,

3. #mJ_I/ = #jj_x/.

Ketten-Code-Bild-Systeme werden durch ihr ,,Lingenverhalten* unterschieden (gekenn-
zeichnet durch den Parameter k).

3.1. Léangenkontrahierende Ketten-Code-Bild-Systeme

Es sei G = (A, h,w) ein sDOL-System mit einem lingenkontrahierenden (&, ;t)-Endomor-
phismus h. Da k < 1 und k € Ny gilt, mul} x gleich O sein.

Die zweite Synchronisationsbedingung bewirkt, daB die Bildfliche der Ableitung 2’ eines
Buchstaben = € A eine Strecke ist: [J(z’) € pu[v;, 0,1 ]. So treten z und 7 nicht im Wort 2/
auf.

Fiir einen beliebiges Wort w € A* tritt genau einer der folgenden drei Fille ein:

1. w' = \. Dann sind auch alle weiteren Ableitungen leer: win) = Anz2 1.
2. w # A, w” = \. Dann sind auch alle weiteren Ableitungen leer: w(™ = X, n > 2.

3. w #£ A\, w” #£ X Daw’ # ) gilt, tritt ein Buchstabe z € A in w’ auf und damit auch
Z. Somit ist die Buchstaben-Menge [w'] eine der Mengen { .1}, { u,d } oder A.

Als Beispiel sei h ein (0, u)-Endomorphismus mit r — ud, w1, d — X\ und
[ — A Giltw=r, dann ist W] = {u,d}, gilt w = u, dann ist w'] = {r,}.
Wennw = ru ist, dann besteht die Buchstaben-Menge [w'] aus allen Buchsta-
ben: [w'] = A.

Gilt [w'] ={r,l}, dann ist die Buchstaben-Menge [w”] = { u,d } (sie kann nicht leer
sein, da w” # \). Ahnlich ist [w"] = {r,1 }, wenn [w'] = {u,d } gilt. Gilt [w'] = A,
dann tritt ein Buchstabe z € A gemeinsam mit 21 oder Z1 im Wort w auf. Da diese
Buchstaben auch in w’ auftreten, besteht w” aus den gleichen Buchstaben wie w'.
Zusammengefalt liefert dies

{u,d}, falls [w']={r1},
W' =< {rl}, fallsw]={u,d},
A, falls [w'] = A.
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Auf analoge Weise erhilt man

{r,1}, falls [w']={rl},
W =< {u,d}, falls[w']={u,d},
A, falls W] = A,

also [w”’] = [w’]. Daher stimmt auch die Buchstaben-Menge der vierten mit der der
zweiten iiberein:

W= U 1= U =MW"

z€[w'"] xE[W]

Aus dieser Fallunterscheidung schlieft man induktiv folgendes.

3.2. Folgerung: Die Buchstaben-Mengen ab der 2. Ableitung eines Wortes w € A* sind
entweder leer oder alternieren ab der 1. Ableitung:

W=0 = W] =0 (122),
W AD = WV = W) A W) =[] (02 2)

Ein dhnlicher Zusammenhang 146t sich auch fiir Kantenmengen finden. Dazu sei w(™ die
n-te Ableitung eines Wortes w € A*:

w® =3,y (r; e Ayi=1,...,1).
Fiir die Kantenmenge von w(+1) gilt nach Folgerung 2.5:

[w D = [|2f U 1@z U U || #1eie) )y
Aus den Folgerungen 2.2 und 3.1 ergibt sich (2 ---2})(0) = 2 (o) + -+ 2}(0) = o fiir
1 =1,...,1, folglich gilt

l
o = Ulleh = Ul (wenn &=, so auch &' = & und [l = "),

1=1 xe[w(”)}

Zusammenen mit Folgerung 3.2 schlieBt man: Die Kantenmengen ab der 2. Ableitung
eines Wortes w € A* sind entweder leer oder alternieren ab der 2. Ableitung:

Wenn w” = ), so ist [|[w(™ = 0 fiir n > 2; sonst gilt [|[w(®) = ||w” und w1 = ||lw
fiir n = 2 (die Kantenmengen gerader Ableitungen stimmen ab der zweiten iiberein, die
ungerader Ableitungen ab der dritten).

Mit Folgerung 2.4 kann man auf die zugeordneten Bilder schlieBen: Wenn w” = )\ gilt,
bestehen die Bilder zu w™ ab n > 2 nur aus dem Nullpunkt, sonst stimmen die Bilder zu
geraden Ableitungsstufen ab der zweiten Ableitung und die zu ungeraden Ableitungsstu-
fen ab der dritten iiberein. Nach der dritten Ableitung eines Wortes w € A* entsteht kein
neues Bild.

"
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3.3. Satz: Es sei G = (A, h,w) ein lingenkontrahierendes sDOL-System. Dann ist die
erzeugte Bildsprache Bq endlich und enthdlt hochstens vier Bilder:

BG - {p(w)ap(w/)vp(w//>ap(w///) } :
Das folgende Beispiel zeigt ein ldngenkontrahierendes sDOL-System und seine Bildspra-
che.

3.4. Beispiel: Es sei G = (A, h,r) ein sDOL-System mit einem (0, /+)-Endomorphismus A
mit r — ud, | — du, u — rlund d — \. Die von G erzeugten Worter sind r, ud, rl, uddu,
(r1)?, (uddu)?, (rl)*, (uddu)*, .... Diesen entsprechen die Bilder

o—.;I7-—07]7o—c7l,._.,[,....
Andere Bilder entstehen nicht; die Bildsprache ist { 1 ,_,7] } = { 1 ] } V)

3.2. Léngenexpandierende Ketten-Code-Bild-Systeme

Es sei G = (A, h,w) ein lingenexpandierendes sDOL-System. Da der (x, 1)-Endomor-
phismus h lingenexpandierend ist, gilt x > 1.

Es sei x € A der Anfangsbuchstabe von w (da w € A™ nicht das Leerwort ist, besteht es
aus mindestens einem Buchstaben): w = xw (w € A*). Die n-te Ableitung von w ist dann
w™ = z(Mw() Somit gehort fiir alle n € Ny der Punkt (™) (0) zum Graphen von w(™):

2™ (0) € ©(w™), neNy.

Desweiteren seien X, die Menge aller Punkte z(™) (0), V,, die Vereinigung der Knoten-
mengen ©(w™) und P, die Menge aller Bilder p(w(™), n € Ny:

X, = {:C(”)(o) In €N } = {k", |neNy} (Folg.3.1),
Vw: U @(w(n))’

neNy
P, = {p(w(")ﬂnENo}.

Die Menge X, ist unendlich, da x > 1 und v, # o gilt. Jeder Punkt aus X, liegt auch
in V,: X, € V,; daher ist die Menge V,, auch unendlich. Jede Knotenmenge @(w(”))
mit n € Ny ist endlich; folglich miissen zur Vereinigung V,, unendlich viele verschiedene
Knotenmengen beitragen. Sind die Knotenmengen zweier Worter u,v verschieden, so
sind es auch ihre Bilder. Folglich gibt es unter den Bildern p(w™) mit n € Ny unendlich
viele verschiedene: | P,,| = oo.

3.5. Satz: Die Bildsprache jedes lingenexpandierenden sDOL-Systems ist unendlich.
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Das folgende Beispiel zeigt ein ldngenexpandierendes sDOL-System.

3.6. Beispiel: Es sei G = (A, h,ruld) ein lingenexpandierendes sDOL-System mit dem
(4,1)-Endomorphismus h aus dem Beispiel von Seite 9. Die bis zur dritten Ableitung
erzeugten Bilder sind:

3.3. Lingenkonstante Ketten-Code-Bild-Systeme

Im Gegensatz zu den vorherigen Situationen gibt es unter den lingenkonstanten sDOL-
Systems sowohl solche mit endlicher als auch solche mit unendlicher Bildmenge. Das
folgende Beispiel zeigt ein sDOL-System, das eine endliche Bildsprache erzeugt und ein
dhnliches mit einer unendlichen Bildsprache.

3.7. Beispiel: Es sei h ein (1, z)-Endomorphismus mit r — rud, u — uldru, d — d und
[ — [.Dannist G = (A, h,r) ein lingenkonstantes sDOL-System. Der schlichte gerichtete

Graph des Axioms ist _,, der zur ersten Ableitung ist J und der zur zweiten D Die
Graphen spiterer Ableitungen stimmen iiberein: B Damit ist die erzeugte Bildsprache
endlich: B ={ —, 1,00 }.

Nun sei h so abgeédndert, dafl [ auf /r[ abgebildet wird. Dann ist der schlichte gerichtete

Graph zur dritten Ableitung von dem zur zweiten verschieden, nimlich D Es entstand
eine neue r-Kante, die im ndchsten Schritt durch ihre Ableitung ersetzt wird, was bei der

vierten Ableitung zu dem Graphen [:1 fiihrt. Bei jeder dritten Ableitung entsteht eine neue
r-Kante. Daher steigt mit jeder Ableitung die BildgroBe; die Bildsprache ist unendlich. ©

Das obige Beispiel zeigt, daB im Falle x = 1 nidhere Untersuchungen notig sind, um her-
auszufinden, wann ein sDOL-System eine endliche Bildsprache erzeugt und wann nicht.
Verschiedene Beispiele legen die Vermutung nahe, dal der Unterschied zwischen den
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Kantenmengen zur zweiten und dritten Ableitung die Endlichkeit anzeigt: Wenn es kei-
nen Unterschied gibt, ist die Bildsprache endlich; wenn es einen gibt, ist die Bildsprache
unendlich. Diese Vermutung wird im folgenden bestitigt und bewiesen.

Es sei G = (A, h,w) ein lingenkonstantes sSDOL-System. Zunichst wird die erste Aussage
aus der Folgerung 3.1 auf Worter ausgedehnt.

3.8. Folgerung: Es sei h ein (1,p)-Endomorphismus. Dann gilt fiir jedes Wort w € A*
und jede Ableitungsstufe n € No: w™ (0) = w(o).

Beweis: Es sei w € A’ ein Wort der Liange [: wy - - -w;. Dann gilt

W (o) = (" ") (o)

= w(0)---w™ (o) (Folg. 2.2)
=0y, + 0y, (Folg. 3.1)
=wi(0)+---+w(o)
= W(O)>
womit die Behauptung bewiesen ist. *

Zu einem Wort w € A* liefern der Operator ||- die Kantenmenge ||w und die n-stellige
Verkettung eines (1, )-Endomorphismus A die n-te Ableitung w(™ deren Kantenmenge
wiederum ||w(™) ist. Wie die Kantenmenge ||w(™ aus der Kantenmenge ||w erhalten wer-
den kann, zeigt die ndchste Folgerung.

w L [lw
Lh 7

wm e

3.9. Folgerung: Die Kantenmenge |w™ zur n-ten Ableitung eines Wortes w € A* ist die
Vereinigung der n-ten Ableitungen aller in ||w auftretenden Kanten:

[w(™) = U 192 w e A*, n e Ny.
(q9,2)€[lw
Beweis: Es seiw € .Al, w = w - --w;. Dann ist die n-te Ableitung von w

(n) —
Wi = w, w,

Fiir die Kantenmenge zu w gilt

lw = [|w; U|[PT®@wy U U [T 0y, (Folg. 2.5)
= { (0,w1) }U{ (wi(0),w2) }U--- U{ (w=1(0),wr) }
= { (val)v(m(o)va)""v(m(o)vwl)}’
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und fiir die Kantenmenge zu w(™) gilt

™ = ([ U [P M G () (Folg. 2.5)
= [\ U PO U T )y (™) (Folg. 3.8)
= U 192,
(9,z)€llw
womit die Behauptung bewiesen ist. *

Der schlichte gerichtete Graph zur n-ten Ableitung eines Wortes w € A* entsteht aus dem
schlichten gerichteten Graphen zu w, indem jede x-Kante (q,z) € ||w durch den schlichten
gerichteten Graphen zur n-ten Ableitung von z beziiglich des Punktes q ersetzt wird.

3.10. Beispiel: Es sei A ein (1, 1)-Endomorphismus mit 7 — dru, u +— rul, [ — uld und
d +— ldr. Die folgende Abbildung zeigt fiir jeden Buchstaben die schlichten gerichteten
Graphen zu den zweiten Ableitungen (die Graphen zu den ersten Ableitungen sind in
grauer Farbe eingefiigt):

SR

Es sei w die erste Ableitung von r. Dann ist die zugehorige Kantenmenge ||w = ||dru mit

Hdru = { (07d)7 ((07—1)7T)7(<17_1)7u))}'

Die Kantenmenge zur zweiten Ableitung von w besteht aus allen Kanten der zweiten Ab-
leitung von d beziiglich o, der zweiten Ableitung von r beziiglich (0, —1) und der zweiten
Ableitung von v beziiglich (1,—1): ||w” = ||°d" U ||®= D" U ||~ Dy/”. Diesen Kanten-
mengen entsprechen die schlichten gerichteten Graphen

©0.-1)
0 1-1
©.-1) (o (1.-1)
, und

Folglich ist der schlichte gerichtete Graph zu w”

0
0-1) (L-1)

Da w die erste Ableitung von 7 ist, sollte dieser Graph mit dem zur dritten Ableitung von
r gehorenden Graphen iibereinstimmen — was auch der Fall ist, wie die ersten Ableitungs-
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graphen zeigen.

)
O:H,lzu,zzgﬁ,&[g#;jﬁi -1 v

r

L

Mit der vorigen Folgerung kann man auf die Stabilitit von Kantenmengen schlieen.

3.11. Folgerung: Stimmt die Kantenmenge eines Wortes w € A* mit der seiner Ableitung
w' iiberein, so stimmt sie auch mit der Kantenmenge jeder hoheren Ableitung iiberein:

lw=||w =>|jw=|w™, weA* neN.

Beweis: Der Beweis erfolgt mittels vollstindiger Induktion iiber die Ableitungsstufe. Es

gelte |w = ||w(® fiir 1 < < n. Dann gilt fiir die Kantenmenge ||w("*!)
w =) |5 (Folg. 3.9)
(g.2)€[w™
= U | (Induktionsvoraussetzung)
(a,7)€lw
= ||w/ (Folg. 3.9)
= |lw (Induktionsvoraussetzung),
woraus die Behauptung folgt. *

Mit den Folgerungen 3.11 und 2.4 ist die erste Vermutung von Seite 15 bewiesen, die nun
zu einem Lemma formuliert wird.

3.12. Lemma: Es sei G = (A, h,w) ein lingenkonstantes sDOL-System. Stimmen die Kan-
tenmengen der zweiten und dritten Ableitung des Axioms w iiberein, so besteht die erzeug-
te Bildsprache aus den Bildern bis hochstens zur zweiten Ableitung:

"

lo” = [lw"” = Be = { p(w),p(w'),p(w") } .

Am ersten Beispiel dieses Abschnitts (S. 14) kann man folgendes erkennen: Wenn die
Kantenmengen der zweiten und dritten Ableitung des Axioms nicht iibereinstimmen,
dann existiert im Graphen zur zweiten Ableitung mindestens eine x-Kante, die beim spa-
teren Ableiten eine neue x-Kante hervorbringt. Die nichste Folgerung schrinkt dies wei-
ter ein.

3.13. Folgerung: Stimmen die Kantenmengen der zweiten und dritten Ableitung des Start-
wortes w nicht iiberein, dann gibt es einen Buchstaben x € "), so daf} die Kantenmenge
|2, ||2”" oder ||x" zu einer der ersten drei Ableitungen eine von (o,x) verschiedene x-
Kante enthilt.
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Beweis: Die Behauptung ist zu folgender Aussage dquivalent: Enthalten fiir jeden Buch-
staben z € [w”] die Kantenmengen der ersten drei Ableitungen von z keine andere -
Kante als (0, ), dann stimmen die Kantenmengen zu w” und "’ iiberein:

(V2 € [W']: [la7 = [lz2" = [|o2” = [|22") = [l = "

Diese Aussage wird im folgenden bewiesen.

Fiir alle Buchstaben = € [w"] gelte ||z = [[z2” = ||z2” = ||z2””". Ist (q,y) eine Kan-
te von ||=(!), dann ist (q,y) auch eine Kante von ||z(*1) (wegen ||,y = ||,%"). Folglich
schliefft jede Kantenmenge jene Kantenmengen ein, die zu niedrigeren Ableitungen ge-
horen: ||z € ||’ € ||2” € ||2™.

Um zu zeigen, daB ||w” = || gilt, muB die Inklusion ||z € ||z" eine Ubereinstimmung
sein. Dazu wird gezeigt, daB die umgekehrte Inklusion ||z” € ||z” gilt. Die folgende Fall-
unterscheidung ist auf Folgerung 3.1 zuriickzufiihren.

1. [2'] = { '}, dann gilt auch [z(")] = { 2} fiir alle natiirlichen Zahlen 7. Insbesondere

ist 2/ = 2’ und damit auch ||z” = ||2”".
2. [@]={=x,7}.
(a) [2”'] = [2/], dann gilt auch [z("™)] = [] fiir alle natiirlichen Zahlen n. Wegen der

zweiten Synchronisationsbedingung wechseln sich die Buchstaben x und Z in
2" und in 2’ ab. Das bedeutet fiir die Kantenmengen

||$H _ ||:L’U ||x(°):fU ||:EU Hiﬁ(ﬂ)ju . Hg; (Folg. 2.5)

— me

(b) [2"] = A. Die Kantenmenge ||2’ besteht aus den Kanten (0,z) und (z(0),7)
(wegen der zweiten Synchronisationsbedingung). Die Kantenmenge ||2” enthilt
weder eine andere xz-Kante noch eine andere z-Kante (die Kante (0,z) kann
nur die Kanten aus ||2’ hervorbringen; die Kante (z(0),Z) kann nur die Kante
(0,2) — wegen ||,z = ||z2” — und die Kante (z(0),z) — wegen ||z = ||zZ -
liefern). Daher treten die - und Z*-Kanten paarweise (zwischen den gleichen
Punkten) auf:

(a,07) € a" = (a*(q),77) € [|2".

n "

Die Menge ||,z besteht nur aus (o0,x). Die Menge ||zx" besteht (wegen
|z% = ||z2") nur aus (x(0),7). Aus dem gleichen Grunde liefern die z- und
Z+-Kanten keine neuen z- und Z-Kanten. Demnach treten die z- und Z-
Kanten auch in ||z”” paarweise auf; 2 erzeugt keine neue z---Kante und daher
auch keine neue Z'-Kante. Fiir Z' kann man gleichermaBen argumentieren.
Folglich gibt es in ||2" keine Kante, die nicht bereits in ||z” liegt.
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3. [¢)={z,zt 2t}

(a) [2”'] = ['], dann gilt [z("™)] = [2/] fiir alle natiirlichen Zahlen n. Da es in keiner
Kantenmenge 7-Kanten gibt, dndert sich die Kantenmenge von der ersten zur
zweiten Ableitung nicht: ||z’ = ||z”. Nach Folgerung 3.11 gilt dann auch die
Gleichheit ||z” = ||z".

(b) [2""] = A. In diesem Falle tritt Z in der Ableitung von 2 oder Z* auf. Wie im
obigen Falle treten die - und #*-Kanten in ||z’ paarweise auf. Mit jeder Z-
Kante entsteht auch eine z-Kante. Gibe es mehr als eine z+- und 7--Kante, so
hitten sie verschiedene Positionen gegeniiber der Kante (0, z) und es entstiinde
eine neue x-Kante. Da dies nicht geschieht (sonst wire es ein Widerspruch zu
|z = ||.2""), gibt es nur jeweils eine - und Z---Kante. Auf die Kantenmenge
zu 2’ trifft genau einer der folgenden vier Fille zu (rechts daneben stehen zur
Veranschaulichung die Graphen fiir x = r):

i [lo'={(0,2%),(z"(0),7%),(0,2) } t

ii. [lo"={(0,2),(x(0),2%), ((za")(0),2) } 4
iii. |2’ = { (0,2%),((0),2%), (0,2) } i

iv. |2/ ={(0,2),(2(0), 1), ((z71)(0),21) } i
In ||z gibt es keine neuen 2-, - oder Z+-Kanten. Also ist die neue Z-Kante
(xz(0),z) (dann ist ||z = ||2”, da keine neuen Kanten hinzukommen) oder
((z2)(0),Z) (in den Fillen i. und ii.) oder ((xZ*)(0),Z) (in den Fillen iii.
und iv.), wobei dann ein neuer Knoten ¢ entsteht:

i. e=(zz1)(0) £

ii. e=a"(0) -3
iii. ¢ = (z2)(0) o

iv. e =7 (o) 3
Da ¢ weder der Startknoten o noch der Endknoten z (o) des Graphen ist, gibt es
in ||z” eine Kante, die nicht in ||z liegt:

i. (z(0),z1) € ||2” £3

i, (zt(0),z%) € ||2” £
iii. (2(0),7%) € ||2” 3

iv. (71(0),2t) € ||2” 3
Daraus folgt, da} die z-Kante in den Féllen i. und iv. nur durch Ableiten von &
sowie in den Fillen ii. und iii. nur durch - entsteht. Beide liefern keine weite-
ren Z-Kanten (sonst wiirden sie auch neue x-, z+- oder z--Kanten erzeugen).

Da die z-Kante keine neue Kante liefert, hat die Menge ||z” keine zusitzlichen
Kanten: ||2”" < ||z”.

1

4. [2'] = A. Es seien v, w, y paarweise und von x verschiedene Buchstaben. Die z-
und v-Kanten, die durch Ableiten von v in 2’ entstehen, liegen bereits in ||2’. Mog-
licherweise entsteht eine neue w-Kante. Die durch Ableiten von w in 2" erzeugten
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-, v- und w-Kanten liegen bereits in ||z””. Ahnlich zum vorigen Fall liegen auch alle
entstehenden y-Kanten in ||z”. Folglich ist ||2”” eine Teilmenge von ||z”.

Andere Fille gibt es nicht (s. Folg. 3.1). In jedem Falle gilt ||z” € ||z”. Zusammen mit
der Inklusion ||z” € ||’ erhélt man ||z” = ||””. Damit stimmen auch die Kantenmengen
beziiglich eines beliebigen Punktes a € Z? iiberein: ||*z” = ||%z"". Es seien wy, ..., w, die
Buchstaben von w = wj - - -wj,. Aus den obigen Uberlegungen ergibt sich fiir die Kanten-
menge der zweiten Ableitung von w

|w” = ||w] U ||’wi’(0)w’2’U ce U H(wi’"'wﬁ_ﬂ(ﬂ)wg (Folg. 2.5)
S OIS ||(wi/'-"w§{11)(0)wx (Folg. 3.8)
_ qu# U ||wi//(°)w’2” U---y ||(wi”-~~w${’_1)(°)wg’ (Hax” = ||agj/”)
= || (Folg. 2.5),
womit die Behauptung bewiesen ist. *

Im folgenden sei w derart, daB |,z # ||, fiir einen Buchstaben z € [w"] und eine
Ableitungsstufe [ € { 1,2,3 } gilt. Die Kantenmenge ||« besteht aus der Kante (0,z). Auf
Grund der gestellten Bedingung gibt es im Graphen der [-ten Ableitung von x eine andere
z-Kante: (q,z) € ||z() mit q # o. Nach Folgerung 3.9 gilt [|[92() < ||2(?), was bedeutet,
daB alle Kanten zur [-ten Ableitung um q verschoben in der 2/-ten Ableitung auftreten.
Damit gilt insbesondere (q+q,z) € ||=3). Durch InduktionsschluB erhilt man allgemein
(ng,z) € ||z,

Mit w” = vz ¥ gilt fiir die Kantenmengen jeder /-ten Ableitung von w”

w®+2) = [y @D 0 D) (v2) D (@)D
= VD Y ||¥() (D) || (ve)(e)g(nd) (Folg. 3.8).

Fiir jedes n € N tritt die Kante (nq +v(0),z) in der Menge ||V(®) (™) auf; folglich ist fiir
jedes n € Ny die Kante (nq -+ v(0),z) auch Element von ||w(™*2), Also ist der Knoten
nq+ v(o) Element der Knotenmenge @ (w(™+2)).

Es seien X, die Menge aller Punkte nq + v(0), V, die Vereinigung der Knotenmengen
®(w™+2)) und P,, die Menge aller Bilder p(w"*2)) iiber alle n € No:

Xow={ng+v(o) |neNy},
Vo= o),
neNy

P, = {p(w(”l+2)) | n e Ny }

Die Menge X, ist unendlich, da q # o gilt. Jeder Punkt in X, tritt auch in V, auf; damit ist
auch V,, unendlich. Jede Knotenmenge @(w(”l+2)) mit n € Ny ist endlich, folglich werden
unendlich viele verschiedene zu V,, vereinigt. Sind die Knotenmengen zu zwei Wortern
x,y € A* verschieden, so sind auch die zugehorigen Bilder verschieden. Daher enthilt P,
unendlich viele verschiedene Bilder. Dieses Ergebnis wird wie folgt zusammengefalt.
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3.14. Folgerung: Gibt es einen Buchstaben x € ("] derart, daf3 die Kantenmenge einer
der ersten drei Ableitungen, |2/, ||z" oder ||x"", eine andere x-Kante als (o, x) enthdilt, so

ist die erzeugte Bildsprache unendlich.

Zusammen mit Folgerung 3.13 fiihrt dies unmittelbar zu folgendem Lemma.

3.15. Lemma: Es sei G = (A, h,w) ein lingenkonstantes sDOL-System. Stimmen die Kan-
tenmengen der zweiten und dritten Ableitung des Axioms w nicht iiberein, dann ist die
erzeugte Bildsprache unendlich.

Damit ist auch die zweite Vermutung von Seie 15 bestitigt und bewiesen. Die Lemma-
ta 3.12 und 3.15 besagen zusammen, dafl das Vorliegen eines Unterschiedes zwischen den
Kantenmengen zur zweiten und dritten Ableitung des Axioms ein notwendiges und hin-
reichendes Endlichkeitskriterium ist. Dieses Ergebnis wird in folgendem Satz angegeben.

3.16. Satz: Es sei G = (A, h,w) ein lingenkonstantes sDOL-System. Die von G erzeugte
Bildsprache Bg ist genau dann endlich, wenn die Kantenmengen der zweiten und dritten
Ableitung des Axioms w iibereinstimmen.

Aus algorithmischer Sicht ist der Fall ;« = 0 hervorzuheben.

Wegen der zweiten Synchronisationsbedingung besteht die Kantenmenge H“:v(”) jeder
Ableitung eines Buchstabens « beziiglich eines Punktes a aus der Kante (a,a+v,). Nach
Folgerung 2.4 stimmen die Bilder aller Ableitungen von w iiberein.

3.17. Satz: Es sei G = (A, h,w) ein sDOL-System, wobei h ein (1,0)-Endomorphismus
ist. Dann ist die von G erzeugte Bildsprache Bg einelementig:

Bg={pw)}.

Das bedeutet, dafl im Falle ¢ = 0 die Endlichkeit sofort (ohne weitere Untersuchung des
Systems) entschieden werden kann.

4. Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit werden synchrone, deterministische Ketten-Code-Bild-Syste-
me hinsichtlich der Endlichkeit der von ihnen erzeugten Bildsprache untersucht.

Es sei G = (A, h,w) ein sDOL-System mit einem (x, 11)-Endomorphismus h; die erzeugte
Bildsprache sei Bg. Anhand des Synchronisationsparameters x werden sDOL-Systeme
eingeteilt in langenkontrahierende (x < 1), lingenkonstante (x = 1) und ldngenexpandie-
rende (k > 1) Systeme.

Die folgende Tabelle faB3t die Ergebnisse zusammen:

k<1l: Bg={pw),pw)pw"),pw")}

k>1: |Bgl=00

k=1. pn=0= Bg={pw)}
s(w") = s(w") = Bg ={pw),p(w),p(w") }
s(w") # s(w") = [Ba| = o0
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Wenn die erzeugte Bildsprache endlich ist, so enthilt sie hochstens vier Elemente. Au-
Berdem ist damit ein Algorithmus gegeben, der zu einem beliebigen sDOL-System G
entscheidet, ob die erzeugte Bildsprache B endlich ist oder nicht.

Die Entscheidung, ob die Bildsprache endlich ist, kann sofort (ohne ndhere Untersuchung
des Systems) getroffen werden, wenn der (%, ;1)-Endomorphismus % lingenkontrahierend
oder lingenexpandierend ist oder ein (1,0)-Endomorphismus ist. Sonst ist das Startwort
dreimal abzuleiten, und es sind die Kantenmengen der zweiten und dritten Ableitung auf
Ubereinstimmung zu priifen. Damit ergibt sich ein Zeitaufwand von O(pn?), wobei p die
Linge des Startwortes und n die maximale Lange der ersetzenden Worter sind.

Die Endlichkeitsuntersuchungen konnen auf nichtdeterministische Ketten-Code-Bild-Sy-
steme ausgedehnt werden, da zu erwarten steht, daf} sie im endlichen Falle mehr als vier
Bilder erzeugen. Fiir Anwendungen sind Systeme wiinschenswert, die eine grof3e aber
dennoch endliche Menge von Bildern bereitstellen.
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